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Predgovor

Operaciona istrazivanja predstavljaju savremeni pristup rjesavanju sloze-
nih problema u kojima je potrebno pronaci optimalnu raspodjelu ogranic¢enih
resursa. Njihova primjena obuhvata Sirok spektar zadataka — od transportnih
i mreznih problema do rasporeda radnika i upravljanja zalihama. Ova knjiga
daje pregled matematickih modela i metoda optimizacije, kombinujuéi teo-
rijske osnove sa prakti¢nim primjerima, kako bi se olaksalo donosenje boljih
odluka u slozenim organizacionim sistemima.

Cilj rukopisa je pruziti ¢itaocu pregled klju¢nih pojmova i metoda opera-
cionih istrazivanja, sa naglaskom na matematicko modeliranje i interpretaciju
dobijenih rjesenja. Knjiga je namijenjena studentima visih godina studija Fa-
kulteta za saobracaj i komunikacije, srodnih tehnickih studija, kao i svima
koji prvi put ulaze u podrucje optimizacije i matematickog modeliranja.

Poglavlje 1 ,,Osnove teorije operacionih istrazivanja“ uvodi kljuéne pojmo-
ve, metode i ciljeve ove discipline. Objasnjava se postupak definisanja pro-
blema, formulacije funkcije cilja, identifikacije ogranicenja i izgradnje mate-
matickog modela. Ovo poglavlje sluzi kao temelj za sve naprednije metode
obradene u nastavku rukopisa.

Poglavlje 2 ,Nelinearno programiranje“ bavi se optimizacijom u situacija-
ma kada funkcija cilja ili ogranicenja nisu linearne. Obradene su osnovne gra-
dijentne metode, ukljuc¢ujuéi Newton—Raphson, sekantnu metodu, Fibonacci
pretrazivanje i metodu zlatnog reza, sa ciljem prikaza postupaka pronalazenja
minimuma i maksimuma nelinearnih funkcija.

Poglavlje 3 , Teorija optimizacije“ pokriva bezuslovnu i uslovnu optimiza-
ciju funkcija jedne i vise promjenljivih. Objasnjeni su stacionarni uslovi, drugi
izvod, Hessian matrica i Lagrange-ovi multiplikatori, pruzajué¢i matematicku
osnovu za razumijevanje strukture optimizacijskih problema.

Poglavlje 4 ,Linearno programiranje“ detaljno predstavlja formulaciju mo-
dela linearnog programiranja, graficke metode rjesavanja i simpleks algoritam.
Posebna paznja posveéena je degeneraciji, skaliranju, dualnosti i primjeni du-
alne simpleksne metode, uz brojne ilustrativne primjere i tabele.

Poglavlje 5 ,Cjelobrojno programiranje“ prikazuje metode rjesavanja pro-
blema koji zahtijevaju diskretne ili binarne varijable, uklju¢uju¢i metode Go-
morijevih rezova, Branch and Bound i mjeSovito cjelobrojno programiranje.
Naglasena je primjena u modelima dodjele resursa, lokaciji baznih stanica i
optimizaciji mreznih struktura.
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iv Predgovor

Poglavlje 6 ,,Primjeri optimizacijskih problema u saobracaju i komunikaci-
jama“ donosi prakti¢ne primjene linearnih i cjelobrojnih modela. Razmatraju
se transportni problem, maksimalni protok, minimalni put, Cutting Stock,
Knapsack i problemi rasporedivanja, ¢ime se rukopis zakljucuje konkretnim
inZenjerskim primjerima koji povezuju teoriju i praksu.

Kroz ova poglavlja knjiga kombinuje teorijski pristup sa prakti¢nim pri-
mjerima optimizacije, planiranja i dodjele resursa, pruzajuéi ¢itaocu temeljnu
osnovu za dalja istrazivanja i primjene u saobracaju i komunikacijama.

Autori, decembar 2025. god.
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Osnove teorije operacionih istrazivanja

SADRZAJ
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“It is not enough to do your best; you must know what to do, and then do

your best.”
— W. Edwards Deming

Predmet izucavanja operacionih istrazivanja se odnosi na upravljanje orga-
nizacijskim, tehnickim i drugim sistemima, sa ciljem pronalazenja optimalnih
rjeSenja za pripremanje i donoSenje upravljackih odluka i praéenje njihovog
sprovodenja u odnosu na planirane rezultate [I]. U ovoj knjizi je obuhvaéeno
matematicko programiranje, sa posebnim osvrtom na nelinearno programi-
ranje - NP i linearno programiranje - LP. Osim teorijskih osnova pojedinih
metoda, ukljuceni su i rijeSeni primjeri problema operacionih istrazivanja.



1.1 Uvod u operaciona istrazivanja

Osnovna karakteristika savremenog drustva je prisustvo slozenih sistema.
Unutar tih sistema djeluje veéi broj medusobno isprepletenih podsistema, ta-
ko da je izuzetno tesko predvidjeti njihova ponasanja. Ono Sto je najbolje za
jedan podsistem cesto je Stetno za drugi, tako da na kraju podsistemi mogu
optimalno funkcionisati svaki za sebe, ali u cjelini sistem moze da ne funkci-
onise optimalno. Problem se dalje usloznjava kada je neophodno raspodijeliti
raspoloziva sredstva za razlicite aktivnosti na nacin koji je najefikasniji za
organizaciju u cjelini. Ove vrste problema i potreba za pronalazenjem boljeg
nacina za njihovo rjesavanje stvorili su okruzenje za pojavu operacionih istra-
zivanja. Probleme kod kojih iznalazimo maksimum ili minimum neke funkcije
odredenog broja promjenljivih (varijabli), pri ¢emu su promjenljive podvrgnu-
te odredenim ogranifenjima, nazivamo problemima optimizacije [2]. Drugim
rije¢ima, rjesavati ove probleme znaci iznalaziti optimalnu raspodjelu ograni-
¢enih resursa u odnosu na datu stvarnost.

Danasnji problemi optimizacije ¢esto ukljucuju veliki broj promjenljivih
koje je potrebno obraditi u kratkom vremenu [3], [4], $to zahtijeva visok ni-
vo strucnosti donosioca odluka kako bi rjesenje bilo optimalno. Za donoSenje
odluka neophodno je imati sto vjerniji matematicki ili simulacijski model siste-
ma, koji se zeli optimizirati, kako bi se mogle primijeniti odgovarajuée meto-
de koje omoguéavaju koristenje specificno dizajniranih matematickih aparata,
koji dozvoljavaju odredivanje optimalnog rjeSenja uz prisutna ograni¢enja na
sistem. Danas se postupci optimizacije primjenjuju u cijelom nizu linearnih i
nelinearnih problema [5]:

a) transportnih problema,

b) problema alokacije resursa,

¢) problema mreznih tokova,

@

problema upravljanja zalihama,

f

)
)
)
d) problema optimalnog rasporeda radnika prilikom obavljanja poslova,
)
) optimalnog upravljanja sistemima,

)

g) problema oblikovanja i drugih srodnih problema.

Ova knjiga daje pregled odredenog broja matematickih modela i metoda
optimizacije, kako bi se naucnim pristupom rjesavanju problema pomoglo pri
donosenju boljih odluka u upravljanju slozenim sistemima.
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1.2 Osnovni pojmovi

U procesima upravljanja postoji nekoliko jedinstvenih pojmova, koji se ce-
sto razmatraju. Ti pojmovi dolaze do izrazaja primjenom matematickih me-
toda u izucavanju procesa upravljanja. To su:

1. Definisanje pojma problemske situacije
2. Matematicki model
3. Funkcija cilja ili kriterij odluc¢ivanja

4. Skup ogranicenja

1.2.1 Definisanje problema i prikupljanje podataka

Vecina prakticnih problema operacionih istrazivanja u pocetku ima defini-
san problem na neodreden i neprecizan nacin. Dakle, prvi zadatak je prouciti
relevantni sistem i dobro definisati problem koji se razmatra. Problemskom
situacijom se naziva svaka situacija koja sadrzi problem traZenja rjesenja (do-
nosenja odluke) radi postizanja odredenih ciljeva. Ovo uklju¢uje odredivanje
pojedinosti kao sto su ciljevi, ogranicenja u pogledu onoga $to se moze uciniti,
medusobne veze izmedu oblasti koje se proucavaju i drugih oblasti organi-
zacije, mogucih alternativnih pravaca djelovanja, vremenskih ogranicenja za
donosenje odluke, te drugih relevantnih faktora. Proces definisanja problema
je kljucan, jer u velikoj mjeri utjece na to koliko ée zakljucci studije biti rele-
vantni. Tesko je izvuéi ,tacan” odgovor iz ,,pogresnog” postavljenog problema!

Teorija optimizacije se pretezno bavi kvantitativno izrazivim problemskim
situacijama. Optimalno upravljanje definise problem upravljanja kao problem
optimizacije. Proces traganja za ,najboljim” rjeSenjem podrazumijeva kori-
Stenje razli¢itih algoritama i procedura. Razvoj ra¢unara doprinosi rasirenosti
algoritamskih metoda trazenja optimalnog rjesenja.

1.2.2 Funkcija cilja ili kriterij odluc¢ivanja

Upravljanje bilo kojim procesom zahtijeva jasno definisan cilj. Bez defi-
nisane funkcije cilja ili kriterij odluc¢ivanja nemoguce je ostvariti konkretno
upravljanje. U svakodnevnom zivotu covjek takoder rjesava probleme opti-
mizacije postavljajuéi sebi odredene ciljeve, poput izbora i kupovine odre-
denih potrepstina (odjeéa, mobilni uredaj, kupovina automobila, stana), jer
je s jedne strane ograni¢en budZetom (ograni¢enja na sistem) i onoga $to bi
Zelio kupiti (grani¢na funkcija aspiracije). Kljuéni korak u formulisanju mode-
la operacionog istrazivanja je formulisanje funkcije cilja. To zahtijeva razvoj
kvantitativne mjere uéinka u odnosu na krajnje ciljeve donositelja odluka koji
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su identificirani tokom definisanja problema. Ako postoji vise ciljeva, njiho-
ve mjere se transformisu i kombinuju u slozenu mjeru koja se naziva ukupna
mjera uc¢inka. Ova ukupna mjera moze biti nesto opipljivo (npr. profit) Sto
odgovara viSem cilju organizacije ili moze biti apstraktno (npr. korisnost).
U krajnjem slucaju, zadatak razvoja ove mjere obi¢no je slozen i zahtijeva
pazljivu usporedbu ciljeva i njihove relativne vaznosti. Nakon sto se razvi-
je ukupna mjera ucinka, funkcija cilja se izrazava kao matematicka funkcija
promjenljivih odluke.

Kod definisanja funkcije cilja najcesée se polazi od verbalnog opisa cilja
koji se zeli posti¢i. Potom se od deskriptivnog prelazi na analiticko formulisa-
nje, sve dok se ne dobije konacan matematicki oblik. U slozenim problemima
iz prakse, odredivanje funkcije cilja i njeno predstavljanje u matematickoj
formi predstavlja poseban problem. Nije jednostavno naé¢i matematicki oblik
funkcije koja odrazava specifiéne zahtjeve u pogledu upravljanja, te dosta ce-
sto predstavlja aproksimaciju stvarnog problema, jer se svi efekti ne mogu
modelirati.

U matematickom smislu funkcija cilja se izrazava nekom funkcijom f(x),
gdje je x = (x1,x2,...,x,) n - dimenzionalni vektor. Zadatak operacionog
istrazivanja jeste pronaé¢i minimum ili maksimum funkcije f(x) [I]. Drugim
rije¢ima, funkcija cilja predstavlja funkciju jedne ili vise promjenjivih za koju
je potrebno nadi ekstremnu vrijednost. Primjeri minimiziranja funkcije cilja
su problemi u kojima funkcija cilja predstavlja troskove, vrijeme realizacije
zadataka, utrosak materijala, vrijeme transporta i slicne veli¢ine. Dok primje-
ri maksimiziranja funkcije cilja obuhvataju probleme u kojima funkcija cilja
predstavlja dobit, pouzdanost, doprinos po jedinici povrsine i sliéne pokaza-
telje.

1.2.3 Skup ogranicenja

Svaki organizacioni sistem, bez obzira na svoju prirodu, postoji ostva-
rujuci svoje ciljeve pod uslovima razli¢itih ogranic¢enja, koja su posljedica
prirode sistema. Skup ogranicenja utvrduje se za svaki upravljacki zadatak
posebno. Skup ograni¢enja Q odreden je sistemom m jednacina i/ili nejed-
nacina koje ukljucuju iste nepoznate komponente n - dimenzionalnog vektora
x = (x1, 22, ..., 2n). U osnovi, skup ogranicenja predstavlja skup hiperpovrsina
i/ili hiperravnina u n - dimenzionalnom prostoru kojima je ograni¢en domen
D, iz kojeg se bira x za koje funkcija f(z) ima ekstremnu vrijednost, mini-
mum ili maksimum [2]. Sve vrijednosti iz domena D se nazivaju dopustivim
rjeSenjem, dok ono z za koje funkcija f(z) ima ekstremnu vrijednost se naziva
optimalno rjesenje.

Drugim rije¢ima, kriterij predstavlja funkciju n realnih promjenljivih:

fx) = f(x1,22,...,20) (1.1)
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Zadatak optimizacije bez ogranicenja je:

= Y= 1.2
f* = max f(z), 2" =argmax f(z) (1.2)
Potencijalno rjeSenje problemske situacije predstavlja tacku u n-
dimenzionalnom euklidskom prostoru E™ (E™ = R™).
Zadatak optimizacije sa ogranicenjima je:

f*=max f(z), 2" =argmax f(z) (1.3)

QCE"

Tacka x* predstavlja tacku slabog lokalnog maksimuma ukoliko vrijedi:
f(z*) > f(z), VzeO")CQ (1.4)
Tacka z* predstavlja tacku strogog lokalnog maksimuma ukoliko vrijedi:

f@®) > f(z), VreO(z")CN (1.5)

Lokalni maksimum (minimum) se naziva i relativni maksimum (minimum).
U procesu rjesavanja problema postoji i prirodan skup ogranic¢enja koji zah-
tijeva da sve komponente vektora x moraju biti nenegativne veli¢ine, tj. da
je x; > 0,(i = 1,2,...,n). Sa matematickog aspekta uslov nenegativnosti se
ne razlikuje od ostalih uslova, ali pri rjesavanju problema cesto se drugacije
tretira i zbog toga se ovi uslovi nazivaju uslovi nenegativnosti, a ostali uslovi
ogranicenja.

Skup ogranicenja 2 moze imati sljedeca svojstva:

1. Skup 2 moze biti nesaglasan, sto znaci da ne postoji dopustivo rjesenje
x = (z1,22,...,Z,) koje zadovoljava sva ogranicenja.

2. Skup  je saglasan, ali oblast D je neograni¢ena. Moguée je iznalazenje op-
timalnog rjesenja, ako je funkcija f(x) ograni¢ena u neogranicenoj oblasti
D.

3. Skup €2 je saglasan i oblast D je ogranicena. Moguce je iznalazenje optimal-
nog rjesenja u svim slucajevima osim kada je funkcija f(z) neogranicena
u ogranicenoj oblasti D.

Razumijevanje ovih svojstava predstavlja osnovu za primjenu konkretnih
metoda operacionih istrazivanja koje ¢e biti razmatrane u narednim poglavlji-
ma.
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1.2.4 Definisanje matematickog modela

Nakon Sto se definiSe problem donosioca odluka, sljedeéa faza je da se ovaj
problem preformulise u formu pogodnu za analizu. Konvencionalni pristup
operacionih istrazivanja podrazumijeva da se konstruiSse matematicki model
koji predstavlja sustinu problema. Prevodenje verbalnog opisa problema na
matematicke simbole se naziva formiranje matematickog modela. Matematic-
ki model realno odrazava sistem koji se istrazuje. On omogucava da se pronadu
uticaji upravljackih parametara na izmjenu karakteristika sistema u cilju po-
stizanja uslova njegovog optimalnog funkcionisanja.

Preciznije receno, a koristeci simbole i oznake koje su prethodno definisa-
ne, formiranje matematickog modela podrazumijeva formiranje funkcije cilja
f(x), skupa ogranicenja i sistematizovano prikupljanje, verifikovanje i sre-
divanje potrebnih pocetnih podataka u cilju kompletiranja jedne ili vise vari-
janti modela. Znaci, matematicki model M ima komponente f(x), Q i uslove
nenegativnosti z; >0 (j =1,2,...,n) [6].

Gradnja modela ukljucuje nekoliko klju¢nih elemenata. Prvo, definisu se
alternative, koje se odreduju vrijednostima relevantnih promjenljivih. Zatim
se postavljaju ciljevi, pri ¢emu funkcije cilja (kriteriji) omoguéava vrednovanje
alternativa sa stanovista njihovog doprinosa ostvarivanju tih ciljeva. Takoder,
uspostavlja se poredak u prostoru vrijednosti, koji omogucéava usporedivanje
i rangiranje alternativa, te se definiSe grani¢na aspiracija, odnosno kriterij za
odredivanje optimuma.

Alternativa, odnosno potencijalno rjesenje, moze se predstaviti kao tacka
u prostoru E™,

T
T2

Tn

Ukoliko « € E™, radi se o problemu bez ogranicenja, dok je ukoliko x € 2 C
E™ u pitanju problem s ogranicenjima. Izbor neke od dozvoljenih alternativa
u vecoj ili manjoj mjeri doprinosi postizanju ciljeva.

Ciljevi su apstraktni, stoga se pri vrednovanju koriste atributi i kriteriji.
Atribut odrazava svojstvo alternative ili njene posljedice, na osnovu kojeg se
alternativa moze uporediti sa drugim alternativama. Kriterij, s druge strane,
predstavlja mjeru definisanu na odgovarajucoj skali, koja omogucava kvanti-
fikaciju alternative u pogledu njene veli¢ine ili vrijednosti. Formalno, kriterij
se moze predstaviti kao preslikavanje

q:Q—=V,

koje svakoj tacki z € © C E™ prostora problema pridruzuje tacku v € V
prostora vrijednosti [7].

Vrijednost alternative moze se mjeriti koristenjem jednog ili vise kriterija,
pri ¢emu broj kriterija odreduje dimenzionalnost prostora vrijednosti. Da bi se
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moglo suditi koliko je jedna alternativa bolja ili losija od druge, neophodno je
uvesti poredak u prostoru vrijednosti, oznacen kao v’p v7. Za jednokriterijalne
problemske situacije odnos prednosti se obi¢no definisSe pomocu relacija < ili
>, dok se za visekriterijalne probleme najcesée koristi Pareto odnos prednosti.
Takoder, neophodno je definisati i grani¢nu aspiraciju, koja predstavlja zeljeno
rjeSenje problema. Za jednokriterijalne probleme, grani¢na aspiracija se ogleda
u definiranju problema trazenja maksimuma ili minimuma. Problem trazenja
minimuma se pritom lahko moze svesti na problem trazenja maksimuma i
obratno.

min(f(z)) = —maz(—f(z)) (1.6)

Poznavanje osobina problemske situacije koju model opisuje je bitno, jer o
njima ovisi koliko je zahtjevno njeno rjesavanje.

Klasifikacija problemskih situacija se moze izvrsiti po razli¢itim osnovama.
Vaznije osobine problemske situacije su:

¢ Dimenzionalnost prostora problema - Razlikuju se jednodimenzionalne i
viSedimenzionalne optimizacije, detaljnije u literaturi [8], [9]

o Postojanje ogranicenja na alternative - Razlikuju se ograniceni i neogra-
ni¢eni modeli, detaljnije u literaturi [§], [9], [10]

o Broj kriterija - Razlikuju se jednokriterijalna i visekriterijalna optimizaci-
ja, detaljnije u literaturi [I1], [12], [13]

o Linearnost - Razlikuju se linearni i nelinearni modeli, detaljnije u literaturi
[14], [15], [16]

o Konveksnost - Razlikuju se konveksne i nekonveksne optimizacije, detalj-
nije u [§], [12]

e Postojanje neovisne promjenljive - Razlikuje se optimizacija sa nezavisnim
varijablama i sa zavisnim varijablama, detaljnije u [17], [18], [19]

o Promjenljivost problemske situacije - Razlikuju se staticka, dinamicka i
stohasticka optimizacija, detaljnije u [20], [21], [22]

« Kontinualnost - Razlikuje se kontinualna i nekontinualna (diskretna) op-
timizacija, detaljnije u [23], [24], [13]

Na osnovu uvedenih pojmova i klasifikacija, postavljen je teorijski okvir
neophodan za razumijevanje i primjenu metoda operacionih istrazivanja. U
narednim poglavljima bi¢e razmatrane konkretne metode i algoritmi koji omo-
gucavaju prakti¢no rjesavanje ovako formulisanih optimizacionih problema.
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Nakon upoznavanja sa osnovama teorije optimizacije, u ovom poglavlju
fokus je na nelinearnim problemima. Mnostvo realnih problema je nelinearno,
Sto njihovu strukturu ¢ini znatno slozenijom i otezava njihovo rjeSavanje. Zbog
toga su razvijene razli¢ite metode optimizacije, jer ne postoji jedinstvena me-
toda koja postize najbolje rezultate za sve probleme nelinearnog programira-
nja. Efikasnost odabrane metode zavisi i od osobina same problemske situacije
i od karakteristika metode. Svaka iterativna metoda pretrazivanja treba biti
efikasna i konvergentna. Posebno je vazno dobro poznavati numericke metode,
buduéi da one omoguéavaju rjesavanje klasa problema nelinearnog programi-
ranja koje se u praksi Cesto pojavljuju. Osim $to pruzaju efikasna rjesenja,
ove metode se relativno jednostavno mogu implementirati na racunaru, ¢ime
postaju nezaobilazan alat u savremenom optimizacijskom procesu.

2.1 Opsta formulacija problema nelinearnog programi-
ranja

U jednom opstem obliku, problem nelinearnog programiranja se moze opi-
sati kao:

Pronalazenje n-dimenzionalnog vektora x = (z1, s, ..., z,), za koji funk-
cija cilja
flz1, 20, . 2p) (2.1)
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postize maksimalnu ili minimalnu vrijednost pod zadovoljenim ogranice-
njima.

gi(‘rlvaM"vxn) §07i:1,2, ,m,
z; >0,(j=1,2,...,n) (2.2)
Funkcije f(z) i gi(z), (i = 1,2,...,m), u opstem sluc¢aju su nelinearne,

po Cemu ovaj tip problema nosi naziv nelinearno programiranje (NP). Postoji
mnostvo razli¢itih vrsta problema nelinearnog programiranja, u zavisnosti od
karakteristika funkcija f(z) i g;(z) [25]. Koriste se razli¢iti algoritmi za razli-
Cite vrste problema. Problemi koji imaju jednostavne oblike mogu se rijesiti
relativno efikasno. Za neke druge vrste, rjeSavanje Cak i malih problema je
pravi izazov. Neke od klasifikacija, koje u prvi plan stavljaju rjesive zadatke
NP i njihovu opstu formulaciju su:

a) NP sa linearnim skupom ogranicenja (£2)

b) NP sa separabilnom funkcijom cilja f(x)

¢) Kvadratno programiranje

)
)
)
d) Cjelobrojno programiranje

U praksi postoji nekoliko tipi¢nih zadataka NP, kao sto su: zadaci raspodje-
le ogranicenih resursa, transportni zadaci, zadaci koji se odnose na upravljanje
zalihama i sli¢no.

2.2 Gradijentne metode pretrazivanja

Ne postoji univerzalna metoda za rjesavanje nelinearnih problema. Po-
stoji veliki broj metoda na osnovu kojih su razvijeni odgovarajuci algorit-
mi. Poseban znacaj imaju gradijentne metode. One predstavljaju metode
sistemskog pretrazivanja i iznalazenja rjesenja. Odabirom polaznog rjesenja
0 = (x§0>, xgo), e xglo)) vrsi se njegova promjena u smislu definisane funkcije
cilja. U jednom koraku se nastoji napraviti sto je moguca efikasnija promjena
na bazi koje se odreduje (1) = (x&l),x(zl), ...,mg)). Da bi se to postiglo, po-
trebno je izracunati najbolji smjer promjene koji se kod gradijentnih metoda
izraZava u odnosu na smjer gradijenta (suprotan smjer u procesu trazenja mi-
nimuma, a direktan smjer u traZzenju maksimuma) po ¢emu su metode i dobile
ime [I]. Gradijentne metode se medusobno razlikuju po nacinu izra¢una gra-
dijenta i velicine pomjeranja ka trazenom rjesenju duz gradijentnog pravca.
Kao i kod svih iterativnih postupaka, prisutan je problem brzine konvergencije
iterativnog postupka pronalaska rjesenja.

U nastavku su obradene Cetiri tehnike pretrazivanja i to: Newton-Raphson
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metoda, koja ima fundamentalnu ulogu u nelinearnom programiranju uopste,
te metode sekante, metoda Fibonaccijevog pretrazivanja i metoda zlatnog reza
(sjeCenja) za jednodimenzionalno pretrazivanje.

2.2.1 Newton-Raphson metoda pretrazivanja

Newton-Raphson metoda (izvorno nazvana Newton-ova metoda, koja ée
se koristiti u nastavku) jedna je od najpoznatijih i najefikasnijih procedura
u numerickoj analizi. Osnovna ideja koja stoji iza Newton-ove metode je da
se aproksimira f(z) u okolini trenutnog probnog rjesenja kvadratnom funk-
cijom, a zatim da se ta aproksimativna funkcija maksimizira (ili minimizira)
kako bi se dobilo novo probno rjesenje za pocetak sljedece iteracije. Ova ideja
koristenja kvadratne aproksimacije ciljne funkcije postala je klju¢na karakte-
ristika mnogih algoritama za opcenitije probleme nelinearnog programiranja.
Aproksimativna kvadratna funkcija se dobije skraé¢ivanjem Taylor-ovog reda
aproksimacije funkcije nakon drugog izvodnog ¢lana. Konkretno, oznacimo
x;+1 kao probno rjesenje generisano u iteraciji ¢, koje sluzi za pocetak iteraci-
je i+1 (z1 je pocetno probmno rjesenje koje je korisnik dao za pocetak iteracije
1). Skraceni Taylor-ov red za ;41 je:

1
: gxl) (w1 —z)* (23)

Posto je fiksiran x; na pocetku iteracije 7, moze se primijetiti da su f(z;),
f'(z;) 1 f"(x;) fiksne konstante u ovoj aproksimativnoj funkeiji s desne stra-
ne. Dakle, ova aproksimativna funkcija je samo kvadratna funkcija od ;1.
Stavise, ova kvadratna funkcija je dobra aproksimacija f(x;11) u blizini z; da
su vrijednosti njihovog prvog i drugog izvoda potpuno iste kada je x;41 = ;.

Ova kvadratna funkcija se sada moze maksimizirati na uobicajeni nacin
postavljanjem njenog prvog izvoda na nulu i rjeSsavanjem za x;,1. Vazno je
napomenuti da se pretpostavlja da je f(z) konkavna, Sto implicira da je ova
kvadratna funkcija konkavna. To znaci da, kada se prvi izvod postavi na nulu,
rjesenje ¢e biti globalni maksimum. Prvi izvod je:

f(@igr) = fli) + f () (i — i) +

f@ivr) = /(@) + [ (@) (wisr — 22) (2.4)
posto su z;, f(x;), f'(x;) i f”(x;) konstante. Postavljanje prvog izvoda na
nulu daje:
f’(l‘z) + f”(a:i)(xiﬂ — xi) =0 (2.5)
sto vodi do rjesenja [26]:

f' (i)

Ti41 = T4 — f”(l‘z‘)

(2.6)

Jednadina (2.6)) predstavlja algoritam Newton-ve metode za izrac¢unavanje
sljedeéeg probnog resenja x;41.
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Jasno je da je Newton-ova metoda metoda drugog reda (kvadratna me-
toda), Sto u praksi znaci da se broj znacajnih cifara priblizno udvostruc¢ava
pri svakoj iteraciji. Ova metoda ima odli¢ne osobine za lokalnu konvergenciju,
ali globalna konvergencija moze biti slaba zbog zanemarivanja visih ¢lanova
Taylorovog reda. Medutim, Newton-ova metoda ima i nedostatke, jer je za
neke funkcije vrlo tesko analiticki izracunati prvi izvod, a za neke funkcije to
uopste nije moguce. Osim toga, moze se desiti da u toku iterativnog procesa
prvi izvod bude jednak nuli, ¢ime ne bi bilo moguée nastaviti postupak rjesa-
vanja. U takvim slucajevima koriste se neke druge metode, kao Sto je metoda
sjecice. Graficka interpretacija metode data je na slici

Ay=/1)

Jtxo)

Jx)
Jx2)

Slika 2.1: Graficki prikaz pretrazivanja metodom Newton-Raphson.
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Zadatak 1.
Data je funkcija:
f(z) =32 — 6z +4

Potrebno je odrediti ekstrem ove funkcije, ako se za pocetnu tacku uzme:
zo = 1, koristenjem Newton-ove metode. Provesti Cetiri iteracije.

Rjesenje zadatka 1:

Neophodno je prvo izracunati potrebne elemente za koristenje Newton-ove
metode:

f(z)=32* -6z +4
f(x) =6z —6
f'(x)=6
Algoritam za Newton-ovu metodu je:

6Ii—6
6

Tipl = Tj —

Pocetna tacka:

Napomena: Buduéi da je pocetna tacka zg = 1 veé ekstrem funkcije,
Newton-ova metoda u ovom sluc¢aju konvergira u jednoj iteraciji, a sve na-
redne iteracije daju istu vrijednost, sto se vidi u nastavku.

Iteracije:

6xg — 6 0

Tteracija 1: x1 = xg — ;EOT =1- 5= L flz1)=1f"(z1) =0, f"(z1)=6

[teracija 2: o = x1 — % =1- g =1, f(z2)=1,f"(z2) =0, f"(x2)=6
6y — 6 0

Iteracija 3: x3 = zo — xQT =1- 6 =1, f(zs)= Lf/(x?,) =0, f”($3) =6
6x3 — 6 0

Tteracija 4: x4 = x3 — $36 =1- 6= L f(wg) =1,f (24) =0, f"(x4) =6

Minimum funkcije je u tacki M(1,1), vrijednost minimuma je 1. Funkcija
je unimodalna na intervalu od (0, +00), $to se moze vidjeti na slici
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120

y-0sa

Slika 2.2: Graf funkcije f(z) = 322 — 6z + 4.
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Zadatak 2.

Data je funkcija:
f(x) =3cosx —x+3

Potrebno je odrediti ekstrem funkcije na intervalu [3,4], koriStenjem
Newton-ove metode. Iterativni postupak zaustaviti kad se postigne tacnost
e = 0.001.

Rjesenje zadatka 2

Neophodno je prvo izracunati potrebne elemente za koristenje Newton-
Raphsonove metode, a to je prvi i drugi izvod funkcije.

f(x) =g(z) = —3sinz —1
f//(x) /

Algoritam za Newton-ovu metodu je :

g (x) = —3coszx

' (xn) —3sinz, — 1
Tpt1 = Ty — =z, - —————
1 ' (zn) —3cosz,

Za pocetna tacku uzima se: ¢ = 3.5, kako bi se smanjio broj iteracija do
postizanja zeljene tacnosti.

Iteracije:
#'(3.5) 0.0525
=35 =35 — 3.4813
F7(3.5) 2.8095
£/(34813) ~0.0022
— 34813 — — 34813 — — 22 — 34821
2 F7(3.4813) 2.8290
J/(34821)
— 34821 — ~ 3.4821
s £7(3.4821)

Razlika izmedu posljednje dvije iteracije |3 — x2| < €, stoga se iteracija
zaustavlja.

Ekstrem funkcije, sa taénoséu 1073, nalazi se u tacki:
x =~ 3.4821, £(3.4821) = —3.311

Sto se moze vidjeti na slici 2.3
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3 3.2 3.4 3.6 3.8 4
X-08a

Slika 2.3: Graf funkcije f(z) = 3cosx — x + 3.
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Zadatak 3.

Odrediti u kojem podintervalu lezi maksimum funkcije:
f(z) =3+ 6z — 42

na intervalu [0, 1], nakon zavrSene trece iteracije koriStenjem Newton-ove
metode.

Rjesenje zadatka 3:

Neophodno je prvo izracunati potrebne elemente za koristenje Newton-ove
metode, a to je prvii drugi izvod funkcije.
Prvi izvod funkcije je:
() =6—8x
Drugi izvod funkcije je:
f'(z)=-8
Algoritam za Newton-ovu metodu je:
f'(xn)

e T ()

Za pocetnu tacku se pretpostavlja zg = 0.5.

Iteracija 1:
6-8-05

Iteracija 2:

/ —_— .
fl(@1) _ 075 68075
J"(x1) -8

Ty = 0.75 — % =0.75

To =1 —

Tako je zadatkom predvidena treca iteracija, zbog toga sto je x1 = zo,
metoda je konvergirala ranije i daljnje iteracije ne mijenjaju rjesenje.

Vrijednost maksimuma lezi u podintervalu [0.5, 1], a ta¢no u tacki = 0.75,
Sto je unutar datog intervala [0,1] (slika [2.4)).
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10

y-osa

—25 i i i i i i i
-2 -1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 1.5
X-0sa

Slika 2.4: Graf funkcije f(z) = 3 + 62 — 422
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2.2.2 Metoda sekante

Metoda sekante je metoda jednodimenzionalnog pretrazivanja. Ona je spe-
cijalan slucaj metode regula falsi ($to u prevodu znaci metoda netacnog polo-
zaja). U metodi regula falsi nelinearna funkcija f(z) se aproksimira linearnom
funkcijom g¢(z) na intervalu (a,b). Korijen linearne funkcije g(x) koristi se
kao sljedeéa aproksimacija rjeSenja nelinearne jednacine f(z) = 0. Graficka

interpretacija metode regula falsi prikazana je na slici

Ay=/x)

\ £*

Slika 2.5: Graficka predstava metode regula falsi.

Linearna funkcija g(z) ima korijen u tacki zg. Na taj nacin se poCetni
interval (a,b) dijeli na dva podintervala (a,zg) i (x0,b). Vrijednost tacke xg
se moze odrediti pomoc¢u jednacine prave kroz dvije tacke i to:

g(b) —

~
Q
—~
S
~—
—
S

g9(b) — g(x0) = — x0) (2.7)

S obzirom na to da je:
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slijedi:
sy = 101D, (2.9
i konac¢no:
ro=b— "% (f(b)) (2.9)
T f) - fla) '

Koji od dva intervala, (a, z¢) ili (zg,b), sadrzi korijen funkcije se odreduje
na osnovu uslova:

fla)- f(zo) <0, ili
f) - f(wo) <O

Proces se nastavlja dok se ne postigne zeljena tac¢nost ili postigne odreden
broj iteracija.

Kod metode sekante, funkcija f(z) takoder se aproksimira sekantom g(x),
pravom sjecicom kroz dvije tacke. Medutim, klju¢na razlika izmedu metoda je
nacin na koji se jedna od pocetnih vrijednosti zamjenjuje novom procjenom.
Kod metode regula falsi najnovija procjena korjena se zamjenjuje bilo kojom
od originalnih vrijednosti funkcije sa istim znakom kao f(z). To znaéi da ¢e
korijen uvijek ostati unutar intervala izmedu dvije procjene. Stoga, metoda
uvijek konvergira, jer se korijen drzi unutar zagrade. Nasuprot tome, sekantna
metoda zamjenjuje vrijednosti u strogom nizu, pri ¢emu nova vrijednost x;1
zamjenjuje x; i x; zamjenjuje x;_1. Kao rezultat toga, dvije vrijednosti mogu
ponekad da leze na istoj strani korijena.

Algoritam iterativnog postupka metode sekante je sljedeéi:

(v; —x51)
g(xz) - 9(%‘—1)

Graficka predstava metode sekante prikazana je na slici 2.6}

Tit1l = Tj — g(l‘i) (2.10)
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Ay=f(v)

X3

Slika 2.6: Graficka predstava metode sekante.

Kao i kod ostalih iterativnih metoda, tipi¢ni uslovi zaustavljanja su: dosti-
zanje zadanog broja iteracija, postizanje zadane minimalne vrijednosti greske
ili postizanje zadane minimalne promjene problemske varijable.
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Zadatak 4.

Primjenom metode sekante odrediti minimum funkcije:
f(z) =22* +102° + 42% — 62

na intervalu [0,4], pri ¢emu je potrebno provesti Cetiri iteracije metode.

Rjesenje zadatka 4:

Vrijednosti potrebnih elemenata za koristenje metode sekante su:

g9(z) = f'(z) = 82% 4+ 302 + 8z — 6
Krajnje tacke intervala su: a = 0, b = 4, koje se uvrstavaju u funkciju g(z),
pa slijedi:
g(a) = g(0) = —6
g(b)=9g(4)=8-64+30-164+8-4—6=512+480+ 32 — 6 = 1018
g(a) - g(b) <0 = uslov zadovoljen, mozZe se poceti iterativni postupak.

Iteracija 1

(b—a) _, 1018-(4-0)

EASCA S A — = 0.0234
—g(a) 1018 +6

1= 0: .’Eozb—

Iteracija 2

i=1: g(xg) =—5.7963

g(x0)(wo = b) _ 0.0234 4 57963 (0.0234 — 4)
g(xo) — g(b) —5.7963 — 1018
y1 = f(z1) = —0.2661

= 0.0459

Tr1 =Ty —

Iteracija 3

i=2: g(xr1)= —b5.5688

g(1)(z1 — o) 5.5688 - (0.0459 — 0.0234)

R Erea 0.0450 + ——— o e = 0.5967
y2 = f(xq) = 0.2221
Iteracija 4
i=3 g(xy)=11.1547
o=y — g9(x2)(x2 — 1) 0.5067 _ 11547 (0.5967 — 0.0459) _ 0.2203

g(x2) — g(x1) 11.1547 + 5.5688
Yz = f(l‘g) = —1.0394
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Dakle, vrijednosti funkcije po iteracijama metode sekante su:
yir([0,4]) = —0.1381, —0.2661, 0.2221, —1.0394

Na slici prikazan je graf funkcije f(z) sa oznacenim minimumom do-
bijenim metodom sekante.

1200

1000

800

Slika 2.7: Graf funkcije f(x) = 22* + 1023 + 422 — 62 sa prikazanim mini-
mumom.



24

Zadatak 5.

Data je funkcija:
f(z) = ze”
Potrebno je pronaé¢i minimum funkcije metodom sekante uz pet iteracija
na intervalu [—2,0].

Rjesenje zadatka 5:

Vrijednosti potrebnih elemenata za koristenje metode sekante su:

d : : .
9(x) = ['(x) = - (we”) = e +we” = (1 + )
Krajnje tacke intervala su: zg = —2, x1 = 0, koje se uvrstavaju u funkciju
g(x), pa slijedi:
P 1
g =-2, g(wo)=e (1 -2)=—-— ~—0.1353
e

71=0, gl@1)=e(1+0)=1
g(xg) - g(x1) <0 = uslov zadovoljen, mozZe se poceti iterativni postupak.
Tteracija 1

T1 — Xo 0— (—2)
e ——F—=0-1- ——————— = —1.7618
S g(ml)g('xl) — g(zo) 1—(—0.1353)
g(xs) = e 7018(1 — 1.7618) ~ —0.131

Iteracija 2

g(x2) — g(71)

—1.7618 - 0

x3 = T2 — g(x2)

— _1.5578,
g(x3) =~ —0.1178

Iteracija 3

Tr3 — T2
g(z3) — g(z2)

~1.5578 — (—1.7618)
= —1.5578 — (—0.1178) - —0.1178 — (—0.131)

Ty = T3 — 9(553)

= 0.262
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g(xy) =~ 1.64
Tteracija 4

Ty — T3 0.262 — (—1.5578)

5= a4 — glag)——t T 0,262 1.64- — ~1.436
SR LG o o e ey 1.64 — (—0.1178)
g(xs) =~ —0.1038
Tteracija 5
- —1.436 — 0.262
w6 = 25— g(T5) 2T — 1,436 (—0.1038)- — 1335

g(ws) — g(wa) 01038 — 1.64
g(xg) = —0.0880

Zakljucak:
Nakon pet iteracija metoda sekante se priblizava minimumu u tacki:

x ~ —1.335, gdje je g(x) ~ —0.0880.
Dakle, vrijednosti funkcije po iteracijama metode sekante su:
yer([-2,0]) = —0.131, —0.1178, 1.64, —0.1038, —0.0880

Na slici prikazan je graf funkcije f(x) = ze® sa oznacenim ekstremom.

0.3 T T T T @

0.2r 1

y-osa

0.5

Slika 2.8: Graf funkcije f(z) = ze® sa dostignutim minimumom metodom
sekante

Na osnovu prikazanih primjera moze se zakljuciti da gradijentne metode
predstavljaju efikasan alat za lokalno pretrazivanje nelinearnih problema, uz
jasno definisane uslove konvergencije.
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2.2.3 Fibonaccijeva metoda

Kod prakti¢nih problema optimizacije cesto ne postoji eksplicitan oblik
kriterija u formi f(x), veé se vrijednost kriterija evaluira eksperimentalno, pri
¢emu je unaprijed zadan dozvoljen broj eksperimentalnih evaluacija kriterija.
Fibonaccijeva metoda omogucéava da se kroz N eksperimenata odredi oblast
u intervalu a < x < b u kojoj lezi tacka optimuma, pod uslovom da je kriterij
unimodalan. S tim u vezi, razmatra se sljede¢i problem minimizacije:

min f(z

/(@) (2.11)

z € [a,b]

gdje je f : R — R jednovarijabilna funkcija, [a,b] je zadani interval. Neka

x* oznaCava minimizer funkcije f(x) na intervalu [a, b]. Kaze se da je funkcija
f unimodalna na [a, b] ako vazi [25]:

f(x) je opadajuéa za a < x < z*, irastuéa zaz* <z <b.

Dovoljan uslov da f bude unimodalna na [a,b] jest da je f(z) konveksna na
[a,b], ali unimodalna funkcija nije nuzno konveksna funkcija. Fibonaccijeva
pretraga se zasniva na nizu Fibonaccijevih brojeva koji su definisani jednaci-
nama:

Fy=1
=1
F(N+1) =Fn+ F(N_l),za N=1223.. (2.12)

Fibonaccijevi brojevi su 1,1, 2, 3,5, 8,13, 21, 34... Fibonaccijeva metoda bi
se mogla opisati sljedeéim koracima:

1. Definisati broj N eksperimenata
2. Pocetni interval [ay, b1], ¢ija je Sirina:
d1 = b1 — ax (213)

podijeliti ravnomjerno na Fy podintervala, gdje je duzina svakog podin-
tervala:

b1 — a1 d1
= = — 2.14
W= "Fy T Fy (2.14)
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3. U prvoj iteraciji, prve dvije tacke se biraju na udaljenosti od krajeva in-
tervala u skladu sa izrazom:

d2 = (bl - (ll) (215)

Vrijednosti tacaka s lijeve (x1) i desne strane (x3) dobijaju se kao:

Fino
r1=a-+ (N-1) (bl—al) :a+d1 (216)
Fy
Fin_
$2=b—M(b1—a1):b—d1 (2.17)
Fy
U opstem slucaju to je:
Fin_
dy = — D g (2.18)
Fy
4. Uporediti vrijednosti funkcije u ove dvije tacke.
Ako je:
f(@1) < f(a2) (2.19)
onda je:
a=a,b=x9
Ako je:
f(x1) > f(z2) (2.20)
onda je:

a=x1,b=0

Time se odreduje novi interval posmatranja (slika [2.9)) i postupak se po-
navlja do unaprijed definisanog broja eksperimenata.

a X X2 b

f & g {
X X

& 3l % b:
X X

4 x! % b:

Slika 2.9: Prikaz odredivanja intervala pretrage Fibonaccijevom metodom.

Fibonaccijev algoritam je optimalan u smislu da daje najveéi odnos izmedu
pocetnog i konacnog intervala za fiksni broj eksperimenata V.
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Zadatak 6.
Data je funkcija:
f(z)=2* -8z +16

Potrebno je pronaé¢i minimum Fibonaccijevom metodom uz Sest iteracija
na intervalu [1,7].

Rjesenje zadatka 6:

Vrijednosti potrebnih parametara za izracun metode su:

N=6

Fy=13

di=b—a=T7T—1=6
d 6

de = — = — = 0.461

o= RT3 0.46153

Pocetni opseg: ag =1, by =7

Iteracija 1:

Fy 8
=—=.dy = —-6=3.6923

Fs 113
ap +dy =4.6923 = f(4.6923) = 0.47927729
bg —de =3.3077 = f(3.3077) = 0.47927929

Buduéi da je f(3.3077) > f(4.6923), interval se skracuje s lijeve strane. Novi
interval posmatranja je [ay, b;] = [3.3077,7]

da

Iteracija 2:
Fy 5
d3=—-di=—-6=2.
5= T3 6 3077
a1 +ds =5.6154 = f(5.6154) = 2.60952
by —d3 =4.6923 = f(4.6923) = 0.47927

Bududi da je f(5.6154) > f(4.6923), interval se skracuje s desne strane. Novi
interval posmatranja je [az, ba] = [3.3077,5.6154]

Iteracija 3:
F3 3
=—=-d=—-6=1.38%4
dy 7 dy 13 6 3846
as +dy =4.6923 = f(4.6923) = 0.4793

by —dy =4.2308 =  f(4.2308) = 0.0533
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Bududi da je f(4.6923) > f(4.2308), novi interval posmatranja je [ag,bs] =
[3.3077, 4.6923]

Tteracija 4:
Fy 2
=—=-dy =—-6=0.9231
ds T dy 3 6 = 0.923
as+ds =4.2308 = f(4.2308) = 0.0533
bs —ds =3.7692 = f(3.7692) = 0.0532

Buduéi da je f(4.2308) > f(3.7692), novi interval posmatranja je [a4,bs] =
[3.3077, 4.2308]

Iteracija 5:
B 1
d¢ = — -dy = — -6 =0.461
6 7y 1= 13 6 = 0.46153
aq +dg =3.76923 = f(3.76923) = 0.05325
by —dg = 3.76927 = f(3.76927) = 0.05323

Konac¢no nakon Sest iteracija rezultantni interval za x wvarijablu je
[3.76923,4.2308]. Uobicajeno je da se rjesenje aproksimira srednjom vrijed-
noséu krajeva intervala:

*

_3.76923 + 4.2308
- 2

f@®)=f4)=0
Dakle, nakon Sest iteracija Fibonaccijevog pretrazivanja, tacka minimuma
je (z*, f(z*)) = (4, 0). Na slici prikazan je graf funkcije, dok je u tabeli
[2.1] dat pregled rjesenja po iteracijama.

= 4.000015 ~ 4
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Slika 2.10: Graf funkcije f(z) = z? — 8z + 16 s prikazanim minimumom.

Tabela 2.1: Kompaktne iteracije Fibonaccijeve metode za f(z) = 2% — 8z +16.

Iteracija | Interval [ay, by] x1 To flx1), f(x2)
1 [1.000, 7.000] | 4.692 | 3.308 | 0.4793,0.4793
2 [3.308, 7.000] | 5.615 | 4.692 | 2.6095,0.4793
3 [3.308, 5.615] | 4.692 | 4.231 | 0.4793,0.0533
4 [3.308, 4.692] 4.231 | 3.769 0.0533,0.0532
5 [3.308, 4.231] 3.769 | 3.769 | 0.05325,0.05323
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Zadatak 7.
Data je funkcija:

f(x) = xe”

Potrebno je pronaé¢i minimum Fibonaccijevom metodom uz pet iteracija
na intervalu [—2,0].

Rjesenje zadatka 7:

Vrijednosti potrebnih parametara za izracun metode su:

N =5
F5=5
dy =2
dp 2
ds=—=—=-=04
TR 5
Pocetni interval: ag = —2, bg = 0
Tteracija 1
F, 3
do=—-dy = 2=1.2
2 I 1

Ty =ag+dy=-2+12=-08 = f(z;)=-08""%~ —0.3595
Ty=by—dy=0-12=—-1.2 = f(x3) =122~ —-0.3614
Buduéi da je f(x2) < f(x1), novi interval posmatranja je [a1,bi] =

[—2,-0.8].

Iteracija 2

Py 2
d3=—-dy=—--2=0.8
3= =g

r1 =a1 + dg =—-2+08=-1.2 = f(l’l) ~ —0.3614

Ty=0b; —dz3=—-08-08=—-1.6 = f(x3)=—1.6e""%~ —-0.3265

Bududéi da je f(—1.2) < f(—1.6), novi interval posmatranja je [az,bs] =
[~1.6,-0.8].

Iteracija 3
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Ty =as+di=-16+04=-12 = f(-1.2)~—0.3614
Zo=by—dy=—-08-04=-12 = f(-1.2)~—0.3614

Buduéi da su funkcije jednake, moze se odbaciti bilo koja strana. Radi efi-
kasnosti, zadrzat ¢e se tacka koja se ponavlja u sljedecoj iteraciji, da bi se
izbjeglo ponovno racunanje vrijednosti f(x). Novi interval posmatranja je
[ag7 bg] = [712, 708]
Iteracija 4
Fy 1

ds=—-dj=--2=04
5 T 1= 5

1 =a3+ds=-12+04=-08 = f(-0.8) = —0.3595
2o =bg—d; =-08-04=-12 = f(-1.2)~-0.3614
Kona¢no nakon pet iteracija rezultantni interval za =z varijablu je

[-1.2, —0.8]. Tacka ekstrema je:

*

~ —1.2+(-0.8)
B 2

=-1.0

1
fz*)=—1-et= —— ~ —0.3679

Na slici prikazan je graf funkcije. U tabeli 2.2] je dat pregled rjeSenja
po iteracijama.

16 T T T T T T T

y-osa

-2 -1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 1.5 2
X-08a

Slika 2.11: Graf funkcije f(z) = xe® s prikazanim minimumom.
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Tabela 2.2: Kompaktne iteracije Fibonaccijeve metode za f(x) = xe®.

xT

Iteracija | Interval [ay, by] x1 Z9 f(z1), f(z2)
1 [—2.000, 0.000] | —0.800 | —1.200 | —0.3595,—0.3614
2 [—2.000, —0.800] | —1.200 | —1.600 | —0.3614, —0.3265
3 [—1.600, —0.800] | —1.200 | —1.200 | —0.3614, —0.3614
4 [—1.200, —0.800] | —0.800 | —1.200 | —0.3595, —0.3614

33
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2.2.4 Metoda zlatnog reza

Metoda zlatnog reza predstavlja jednu od najefikasnijih tehnika za pro-
nalaZenje minimuma unimodalnih funkcija na zatvorenom intervalu. Procjena
vrijednosti funkcije samo u srednjoj tacki zadanog intervala ne moze suziti
raspon unutar kojeg se minimum nalazi. Ova metoda iterativno suzava inter-
val pretrazivanja procjenjujuéi funkciju u dvije tacke odredene zlatnim rezom,
¢ime se efikasno izolira ekstrem. Zlatni rez predstavlja podjelu duzine na dva
dijela tako da je omjer kradeg segmenta prema duzem jednak omjeru duzeg
segmenta prema cijeloj duzini. Prema tome, vr§i se procjena funkcije f(z) u
dvije tacke kao sto je prikazano na slici u smislu da je:

a; —ag = by — by = p(bo — ao),
1 (2.21)
gdje je p < ok

a] — Qg bo*bl
— —

] ] ] ]
T T T T

ap aq bl bO

Slika 2.12: Odabir pocetnih tacaka za procjenu funkcije.

Nakon toga se ra¢una vrijednost funkcije u tackama aq i b1. Ako je f(a1) <
f(b1) onda minimum mora lezati unutar intervala [ag, b1]. Ako je f(a1) > f(b1)
onda se minimum nalazi unutar intervala [a, by], $to je prikazano na slici

Polazedi od reduciranog intervala, na slican nacin se mogu odrediti i tacke
az i by koristedi istu vrijednost p < 3. Potrebno je smanjiti broj objektivnih
procjena funkcije dok se smanjuje Sirina intervala nesigurnosti. Pretpostavimo
daje f(a1) < f(b1), tada znamo da z* € [ag, b1]. Kako je a; unutar nesigurnog
intervala i f(a1) je ve¢ poznato, moze se odabrati a; tako da se podudara sa
ba. Tada bi bila potrebna samo jos jedna nova procjena funkcije f, i to u tacki
as. Vrijednost p koja omogucava rjesenje uz samo jednu dodatnu procjenu
funkcije f prikazana je na slici . U nastavku ce se odrediti vrijednost p.

Bez gubitka na opdenitosti pretpostavlja se da je zadani interval [ag, bo)
duzine 1. Da bi postojala samo jedna nova procjena funkcije f, dovoljno je da
se odabere p tako da je:

p(bl - ao) = bl — b2 (2.22)
Kako je (b —ag) =1—pi (b — ba) = 1 — 2p moZe se pisati:

p(l—p)=1-2p (2.23)

Time se dobije kvadratna jednacina oblika:

pP’—=3p+1=0 (2.24)
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/| S NG
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a x* a; b1 b()

Slika 2.13: Odredivanje minimuma pomoc¢u metode Zlatnog reza.

Rjesenja ove kvadratne jednacine su:

3+5 35
p=—D p=—QF (2.25)

Kako je prema uslovu p < %, za rjeSenje se uzima:

33—

Treba primijetiti da je:

Vi-1 . p 35 V51

1—-p= i = = 1-
P 2 1—p V51 2
Iz gore navedenog se vidi da vrijedi sljedece:
L1y, (2.26)

1—p

Podjela intervala u omjeru p : 1 — p se od strane Starih Grka naziva Zlatni
rez, po ¢emu je ova metoda i dobila ime. KoriStenjem pravila zlatnog reza
svaka faza smanjenja intervala neizvjesnosti (osim prvog intervala) zahtjeva
izracunavanje funkcije f u jednoj tacki. Neizvjesnost intervala je reducirana sa
1 — p =10.61803 u svakoj fazi. Dakle, N koraka redukcije koristenjem metode
Zlatnog reza smanjuje interval za faktor:

(1—p)N ~ (0.61803)". (2.27)
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Zadatak 8.

Data je funkcija:
f(z)=2* -8z +16

Potrebno je pronaéi optimum metodom zlatnog reza na intervalu [1,4].
Provesti Cetiri iterativna postupka. Za rjesenje na kraju uzeti sredinu odre-
denog intervala.

Rjesenje zadatka 8:

Ulazni podaci su:

ap=1, bo=4, p=0.382, (1—p)=0.618
Tteracija 1
a; = ag + p(bo — ao) =1+0.382-3=2.146
by =ag+ (1 —p)(bp —ag) =1+0.618 - 3 = 2.854

flar) = 3.4373, f(by) = 1.3133
Bududi da je f(a1) > f(b1), novi interval je [ay, b;] = [2.146,4].

Iteracija 2

as = a1 + p(by — ay) = 2.146 + 0.382 - 1.854 = 2.8542
by =ay + (1 — p)(by — ay) = 2.146 + 0.618 - 1.854 = 3.2918

Flas) =1.3128,  f(bs) = 0.5015
Buduéi da je f(az) > f(b2), novi interval je [ag, ba] = [2.8542, 4].

Tteracija 3

az = as + p(bg — a2) = 2.8542 4+ 0.382 - 1.1458 = 3.2919
by = as + (1 — p)(bs — as) = 2.8542 + 0.618 - 1.1458 = 3.5623

Flaz) = 0.5014,  f(bs) = 0.1916
Buduéi da je f(as) > f(bs), novi interval je [ag, bs] = [3.2919, 4].
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Iteracija 4

ay = az + p(bs — az) = 3.2919 4 0.382 - 0.7081 = 3.5624
by = a3 + (1 — p)(b3 — &3) =3.2919 4+ 0.618 - 0.7081 = 3.7295

Flas) = 0.1915,  f(bs) = 0.0730
Bududi da je f(as) > f(bs), novi interval je [ay, by] = [3.5624,4].

Rjesenje se nalazi u intervalu:
3.5624 <x <4

Prema postavci zadatka rjeSenje se nalazi kao sredina tog intervala:

. 3.5624+4
rf=—

= 3.7812
> 3.78

Vrijednost funkcije u toj tacki je:
y* = f(z*) = 0.04.

Na slici prikazan je graf funkcije.

Zakljucak:

Metoda zlatnog reza nakon Cetiri iteracije na intervalu [1,4] dala je pribli-
znu tacku minimuma

x* = 3.7812, f(z™) ~ 0.04.

Buduéi da je funkcija f(z) = 22 — 82 + 16 kvadratna sa stvarnim minimumom
u x = 4, ova vrijednost predstavlja pribliznu procjenu minimuma. Ako bi se
nastavilo vise iteracija, interval bi se dalje suzio i priblizilo bi se stvarnom
minimumu x = 4. Pregled iteracija metodom zlatnog reza dat je u tabeli
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40

Slika 2.14: Graf funkcije f(z) = z? — 8z + 16 s prikazanim minimumom.

Tabela 2.3: Iteracije metode zlatnog reza za f(x) = 2 — 8z + 16.

Tteracija | Interval [ag, by] ay by flak), f(br)
1 [1.000, 4.000] 2.146 2.854 | 3.4373, 1.3133
2 [2.146,4.000] 2.8542 | 3.2918 | 1.3128, 0.5015
3 [2.8542,4.000] | 3.2919 | 3.5623 | 0.5014, 0.1916
4 [3.2919,4.000] | 3.5624 | 3.7295 | 0.1915, 0.0730
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Zadatak 9.
Za funkciju:
f(z) =2* - 62+ 15

potrebno je odrediti minimum primjenom metode zlatnog reza na intervalu
[0, 4], pri ¢emu je broj iteracija N = 5.

Rjesenje zadatka 9:

Ulazni podaci su:

ap=0, by=4, p=0.382 (1—p)=0.618

Iteracija 1

ay = ag + p(by —ap) =0+ 0.382 -4 = 1.528
b1 =ap+ (1 —p)(bo —ag) =0+ 0.618 - 4 = 2.472
flar) = (1.528)% — 6- 1.528 + 15 = 2.334 — 9.168 + 15 = 8.166
F(by) = (2.472)% — 6 - 2.472 + 15 = 6.112 — 14.832 + 15 = 6.279

Bududi da je f(a1) > f(b1), novi interval je [ay, b;] = [1.528,4].
Tteracija 2

a2 = ay + p(bl — CL1) = 24720 = f(ag) = 6.2788

by = a1 + (1 — p)(bl — al) = 3.0557 = f(bz) = 6.0031

Bududi da je f(az) > f(b2), novi interval je [ag, ba] = [2.4720,4].
Iteracija 3

as = as + p(by — az) = 3.0557 = f(as) = 6.0031

by = as + (1 — p)(bz — (12) =3.4163 = f(bg) =6.1733

Bududi da je f(a3) < f(b3), novi interval je [ag, bs] = [2.4720, 3.4163].
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Iteracija 4

ay = az + p(bs — az) = 2.8327 = f(as) = 6.0280

by = az + (1 — p)(bg — a3) = 3.0557 = f(b4) = 6.0031

Buduéi da je f(ag) > f(bs), novi interval je [aq, by] = [2.8327,3.4163].
Iteracija 5

as = ag + p(by — ag) = 3.0557 = f(as) = 6.0031

bs = a4 + (1 — p)(b4 — CL4) = 3.1934 = f(b4) = 6.0374

Buduéi da je f(as) < f(bs), novi interval je [aq, bs] = 2.8327,3.1934].
Konacno rjesenje je:

*

a+b  2.8327+3.1934
2 2
Na slici prikazan je graf funkcije. Pregled iteracija dat je u tabeli

=3.0131, f(z")=6.0002

15

y-osa

0 0.5 1 1.5 2 25 3 3.5 4
X-osa

Slika 2.15: Graf funkcije f(z) = z? — 6z + 15 s prikazanim minimumom.
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Tabela 2.4: Iteracije metode zlatnog reza za f(z) = x? — 6x + 15.

Iteracija | Interval [ay, by] ak by flag), f(br)

1 [0.000,4.000] | 1.528 | 2.472 | 8.166, 6.279
[1.528,4.000] 2.472 | 3.056 | 6.279, 6.003
[2.472,4.000] 3.056 | 3.416 | 6.003, 6.173
[ ]
[ ]

2.472,3.416 2.833 | 3.056 | 6.028, 6.003
2.833,3.416 3.056 | 3.193 | 6.003, 6.037

U =[N
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Zadatak 10.

Primjenom metode Zlatnog reza odrediti podinterval unutar kojeg se
nalazi minimum funkcije:

f(z) =2 + 2sinz,

pri ¢emu je duzina reduciranog intervala manja od 0.2 (e < 0.2).

Rjesenje zadatka 10:

Ulazni podaci su:

ap=-2, by=2, p=0.382, (1—p)=0.618

Iteracija 1

a1 = ag + p(bo — ap) = 0+ 0.382 - 4 = —0.4720
by = ap + (1 — p)(by — ap) = 0+ 0.618 - 4 = 0.4720
f(a1) = (a1)* + 2sina; = (—0.4720)% + 2sin(—0.4720) = —0.6866
f(b1) = (b1)? + 2sin by = (0.4720)% + 25in(0.4720) = 1.1321

Bududi da je f(a1) < f(b1), novi interval je [a1,b1] = [—2.0000, 0.4720].

by —a; =2.4720 > 0.2

Iteracija 2

as = ai + p(b1 — al) = —1.0557 = f(ag) = —0.6260

by = ay + (1 — p)(bl — al) = —-0.4720 = f(bQ) = —0.6866

Buduéi da je f(ag) > f(b2), novi interval je [ag, bo] = [—1.0557,0.4720].

by —ags = 1.5277 > 0.2
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Iteracija 3

as = as + p(bz — G,Q) = —0.4720 = f(ag) = —0.6866

by = as + (1 — p)(bg — 0,2) = —0.1116 = f(bg) = —0.2102

Bududi da je f(a3) < f(b3), novi interval je [ag, bs] = [—1.0557, —0.1116].

by — a3 = 0.9441 > 0.2

Iteracija 4

ay = as + p(bg — a3) = —0.6950 = f(a4) = —0.7978

by = as + (1 — p)(bg — ag) = —0.4720 = f(b4) = —0.6866

Bududi da je f(aq) < f(bs), novi interval je [aq, bs] = [—1.0557, —0.4720)].

by —aq = 0.5837 > 0.2

Tteracija 5

as = a4 + p(b4 — a4) = —0.8327 = f(a4) = —0.7861

bs = as + (1 — p)(bsy — as) = —0.6950 = f(by) = —0.7978

Bududi da je f(as) > f(bs), novi interval je [as, bs] = [—0.8327, —0.4720)].

bs — a5 = 0.3607 > 0.2

Iteracija 6

ag = as + plbs — as) = —0.6950 = f(as) = —0.7978

bg = a5 + (1 - p)(b5 — CL5) = —0.6098 = f(b5) = —0.7735
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Buduéi da je f(ag) < f(bs), novi interval je [ag, bg] = [—0.8327, —0.6098].

bg — ag = 0.2229 > 0.2

Iteracija 7

a7 = ag + p(b6 — ag) = —0.7476 = f(CL7) = —0.8009

br = ag + (1 — p)(bg — ag) = —0.6950 = f(by) = —0.7978

Bududi da je f(a7) > f(b7), novi interval je [ar,b7] = [—0.8327, —0.6950].

by —a7; =0.1377 < 0.2

Dakle, minimum se nalazi u intervalu —0.8327 < z* > —0.6950.

Konacno rjesenje je:

. _a+b  —08327+(—0.6950) —1.5277

7= 5 = 5 = —0.7639

f(x*) = (=0.7639)? + 2sin(—0.7639)

= 0.5835 + 2(—0.6911) = 0.5835 — 1.3822 = —0.7987
Na slici [2.16] prikazan je graf funkcije. Tabelarni prikaz iteracije je u 2.5

y-osa

-2 -15 -1 -0.5 0 0.5 1 1.5 2
X-0sa

Slika 2.16: Graf funkcije f(x) = 22 + 2sin x sprikazanim minimumom.



Nelinearno programiranje

Tabela 2.5: Iteracije metode zlatnog reza za f(z) = x? + 2sin z.

Iteracija | Interval [ag, b] ak by flak), f(br)
1 [—2.000,2.000] | -0.4720 | 0.4720 | -0.6866, 1.1321
2 [—2.000, 0.4720] -1.0557 | -0.4720 | -0.6260, -0.6866
3 [—1.0557,—0.4720] | -0.4720 | -0.1116 | -0.6866, -0.2102
4 [—1.0557,—0.1116] | -0.6950 | -0.4720 | -0.7978, -0.6866
5 [—1.0557,—0.4720] | -0.8327 | -0.6950 | -0.7861, -0.7978
6 [—0.8327,—0.4720] | -0.6950 | -0.6098 | -0.7978, -0.7735
7 [—0.8327,—0.6098] | -0.7476 | -0.6950 | -0.8009, -0.7978

Iz razmatranja navedenih postupaka moze se zakljuciti da metode jedno-
dimenzionalnog pretrazivanja, poput Fibonaccijeve metode i metode zlatnog
reza, predstavljaju efikasan alat za lokalno pronalazenje minimuma unimodal-

nih nelinearnih funkcija, uz jasno definisane kriterije zaustavljanja.
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Teorija optimizacije bavi se proucavanjem metoda i principa kojima se
traze najbolja (optimalna) rjesenja za razli¢ite vrste problema. U ovom po-
glavlju bit ¢e razmotreni osnovni pojmovi optimizacije, uklju¢ujuéi funkcije
cilja, ogranicenja, vrste ekstrema i metode za njihovo nalazenje. Posebna pa-
Znja posvecena je odredivanju stacionarnih tacaka i njihove prirode pomocéu
parcijalnih izvoda i Hessian matrice.

|
3.1 Bezuslovna optimizacija funkcije jedne promjenljive

Kod problema optimizacije bez ogranicenja, osnovni uslov optimalnosti
jeste egzistencija rjesenja. Za pocetak se razmatra funkcija cilja sa jednom
promjenljivom f(z). Razlikuju se potrebni i dovoljni uslovi za postojanje rjese-
nja. Ako je funkcija jedne promjenljive neprekidna, te je njen izvod neprekidna
funkcija na posmatranom intervalu, potreban uslov za postojanje rjesenja je
m:

df

— =0 3.1

dx (3:1)
Dovoljan uslov za postojanje rjesenja dobija se iz vrijednosti drugog izvoda.

47
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U slucaju kada je:
&ef
dz?

tacka z* predstavlja minimum funkcije f(x).
U slucaju kada je:

(z) >0, (3.2)

af
dx?

tacka =* predstavlja maksimum funkcije f(x).

(z) <0, (3.3)

Zadatak 11.

Odrediti maksimum funkcije jedne promjenljive, gdje je funkcija f(x)
zadana kao:

f(z) = z2%e®

Rjesenje zadatka 11:

Da bi se odredio maksimum funkcije, neophodno je prvo pronadéi stacio-
narne tacke, te odrediti prirodu tih tacaka (maksimum, minimum ili tacka
infleksije) koriste¢i drugi izvod. Prvi izvod funkcije je:

d
4 =2ze” + 2% =0
dx

2”24+ 2)=0=>21=-2, 29 =0

Primjecuje se da funkcija ima dvije stacionarne tacke 1 = —2 i o =
0. Potrebno je provjeriti drugi izvod da bi se odredila priroda stacionarnih
tacaka.

d2
@f(x) = 2" + 2we” + 2we” + 2%e” = e¥(2 + 4x + 2?)

d? 9

d2
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Posto je drugi izvod negativan, tacka x; = —2 predstavlja maksimum
funkcije u iznosu od f(—2) = 4e~2, dok tacka xo = 0 predstavlja minimum
funkcije u iznosu od f(0) = 0, buduéi da je drugi izvod pozitivan. Graf funk-
cije f(z) prikazan je na slici sa oznacenim maksimumom i minimumom
funkcije.

30 T T T

251

201

y-0sa
o

X-osa

Slika 3.1: Graf funkcije f(z) = 2% s oznaenim ekstremima
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Zadatak 12.

Odrediti ekstreme funkcije jedne promjenljive, gdje je funkcija f(x) za-
dana kao:
flx) =52 +322 + 2 +3

Rjesenje zadatka 12:
Da bi se provjerilo da li funkcija ima ekstrem, ra¢una se prvi izvod funkcije:

f'(z)

Stacionarne tacke se ra¢unaju izjednacavanjem prvog izvoda sa nulom:

d
:%(5x4+3x2+x+3):20x3+6x+1

fl(x) =0=202° +624+1=0

Ova kubna jednacina nema jednostavno analiticko rjesenje, pa se rjesava
numericki (npr. metodama poput Newton-Raphsonove ili u softverima poput
MATLAB-a). Dva korijena ove jednaé¢ine su konjugovano kompleksna, dok je
jedan realan i to x =~ —0.1543.

Da bi se provjerila priroda ekstrema u tacki x ~ —0.1543, potrebno je
izracunati drugi izvod funkcije:

d
= %(205’ + 6z +1) = 602> + 6

f'(@)

Buduéi da je f”(z) = 6022 + 6 > 0 za svako z € R, funkcija je

konveksna. Funkcija ima jedan lokalni (i globalni) minimum u tacki M =
(—0.1543,3.0227).

Graf funkcije f(x) prikazan je na slici sa oznacenim minimumom funk-

cije.
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y-0sa

0 i i i i i i i
X-0sa

Slika 3.2: Graf funkcije f(z) = 5z* + 322 + x + 3 s oznac¢enim minimumom.
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3.2 Bezuslovna optimizacija funkcije dvije ili vise pro-
mjenljivih
Neka je data funkcija dvije promjenljive f(x1,x3). Potreban uslov za pro-
nalazak ekstrema funkcije je postojanje stacionarnih tacaka.

of
of

RjeSenjem sistema se dobiju jedna ili viSe stacionarnih tacaka S = (1, z2)
koje mogu, ali i ne moraju biti ekstremi. Dovoljan uslov za postojanje ekstrema
odreduje se na osnovu vrijednosti parcijalnih izvoda drugog reda u tacki S [27].

o f

A= o2 (3.6)
O f

- 8,@18]}2 (37)
o*f

C= o2 (3.8)

D = AC — B? (3.9)

Uvrstavanjem vrijednosti stacionarne tacke S = (1, x2) u jednacinu (3.9)
dobija se informacija da li stacionarna tacka predstavlja ekstrem funkcije.

1. Ako je D > 0 funkcija ima ekstrem u tacki S.

(a) ako je A > 0 funkcija f(x1,22) ima minimum u tacki S

(b) ako je A <0 funkcija f(x1,z2) ima maksimum u tacki S
2. Ako je D < 0 funkcija nema ekstrem u tacki S.

3. Ako je D = 0 potrebno je ispitati ponasanje funkcije u okolini stacionarne
tacke S.

Isti princip parcijalnih izvoda i provjere drugog reda moze se proSiriti na
funkcije vise promjenljivih pomoéu Hessian matrice, koja generalizira kriterij
D za vise dimenzija.

Neka je data funkcija vise promjenljivih f(z1, s, ..., z,). Potreban uslov
za pronalazak ekstrema funkcije je postojanje stacionarnih tacaka. Stacionarne
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tacke se pronalaze parcijalnim izvodima po svakoj promjenljivoj, te izjedna-
cavanjem istih sa vrijednosti 0.

9f _p
ox
of _
B2z = 0
(3.10)
of _
Bz =0
Stacionarna tacka ée se obiljeziti sa S = (29,29,...,29). Dovoljan uslov

za ekstrem funkcije se dobije iz parcijalnih izvoda funkcije vise promjenljivih
i to na nacin da se formira Hessian matrica[l].

3%2% (z) %wa(x) ﬁf(x)
. %%f(w) a%gf(x) %%f(x) (3.11)
i 1@ @) - ff(@)

Dovoljan uslov ekstrema ¢e se prona¢i pomocu Silvesterovog kriterija, kre-
irajuéi karakteristicne minore od date matrice.

82
Hl = 87']207
Ty
27 0°f
_ | oz O0x102
=l o op) 3.12
8$28$1 61% ( N )
H, = det(H).
Priroda ekstrema se odreduje uvrstavajuéi tacku S = (29,29,...,22) u
minore matrice H i to na sljedeéi nacin:
1. ako su svi H; > 0 tada funkcija u tacki S ima minimum
2. ako H; naizmjeni¢no mijenja znak i to na nacin (+,—,+,—,...), tada

funkcija u tacki S ima maksimum

3. ukoliko nije ispunjen nijedan od navedenih uslova o prirodi ekstrema se ne
moze nista reci.
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Zadatak 13.

Odrediti stacionarne tacke i prirodu ekstrema funkcije dvije promjen-
ljive, gdje je funkcija zadana kao:

fxy, o) = 2% + 423 — 22123 — 621 + 5

Rjesenje zadatka 13:

Prvi korak je odrediti parcijalne izvode funkcije f(z1, z2) po promjenljivim
I i To:

prle 221 — 223 — 6, (1)
0
67;2 = 8.’E2 - 4%1%2, (2)

Izjednacavanjem jednacina i sa 0 se dobija sistem:

T —25—-3=0, (3)
2.’[2 — T1Ty = 0, (4)

Iz jednacine se vidi da su moguca rjeSenja x1 = 2 i x5 = 0, jer rjesenje
proizlazi iz faktorizacije 2z2(1 — 1) = 0. UvrStavanjem vrijednosti 1 = 2
u jednacinu dobija se 22 = —1, §to ukazuje da o nema realnih rjesenja.
Uvrstavanjem vrijednosti 2 = 0 u jednacinu dobija se x1 = 3. Moze se
zakljuciti da funkcija f(z1,22) ima samo jednu stacionarnu tacku S = (3,0).

Da bi se odredila priroda ekstrema funkcije, neophodno je pronaéi druge
izvode funkcije.

o f
A= 871'% = 2,
o f
= = —4
al’laxg 2,
0 f

Uvrstavanjem stacionarne tacke S = (3,0) u A, B i C se dobiju vrijednosti:
A=2,B=0,C = —4. Pa je prema tome:

D=AC-B?>=-8<0

Buduéi da je D < 0, stacionarna tacka S = (3,0) je sedlasta tacka, odnosno
funkcija nema lokalni maksimum ili minimum u toj tacki.
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Zadatak 14.

Nadi stacionarne tacke funkcije i odrediti njihovu prirodu, gdje je funk-
cija f(x1,x2) zadana kao:

fxy,m0) = 223 4+ x123 + 5ot + 23 + 12

Rjesenje zadatka 14:

Prvi korak je izracunati parcijalne izvode funkcije po promjenljivim xp i
Xro:

of
. = 627 + 22 + 102, (1)
0]
67]{.2 = 2151%2 + 2.’E2. (2)

Izjednacavanjem jednacina (1)) i (2) sa 0 se dobije sistem:

623 4+ 3 + 10z, = 0, (3)

20129 + 229 =0 (4)

Iz jednacine (4) se vidi da je rjesenje zo = 0 ili 27 = —1. Uvrstavanjem
vrijednosti x1 = —1 u jednacinu se dobije jednacina:

6+x5—-10=0= 23 =4, (5)

¢ijim rjesavanjem se dobije da je xo = —2 i x5 = 2. Time su se dobile dvije

stacionarne tacke Sy (—1,—2), S2(—1,2).
Uvrstavanjem vrijednosti zo = 0 u jednacinu se dobije jednacina:

622 + 10z = 0, (6)

¢ijim rjesavanjem se dobije da je x1 =01z = —g. Time su se dobile druge
dvije stacionarne tacke S3(0,0), S4(—2,0).

Moze se zakljuciti da funkcija f(x1,z2) ima Cetiri stacionarne tacke
S1(—1,-2),52(-1,2), S3(0,0), 54(—%, 0). U nastavku je potrebno ispitati nji-
hovu prirodu, provjerom drugog parcijalnog izvoda.

82
A=— =12 10
0xr? et
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Uvrstavanjem stacionarne tacke Si(—1,—2) u A, B i C se dobiju vrijed-
nosti: A = -2, B=—4, C =0. Pa je prema tome:

D=AC-B>=0-16=-16<0

Buduéi da je D < 0, funkcija f(z1,22) nema ekstrem u tacki Sq(—1,—2).
Uvrstavanjem stacionarne tacke S>(—1,2) u A, B i C se dobiju
vrijednosti:A = —2, B =4, C = 0. Pa je prema tome:

D=AC-B>=0-16=-16<0

Buduéi da je D < 0, funkcija f(x1,z2) nema ekstrem u tacki Sa(—1,2).
UvrStavanjem stacionarne tacke S3(0,0) u A, B i C se dobiju
vrijednosti:A = 10, B =0, C' = 2. Pa je prema tome:

D=AC-B>=20-0=20>0

Buduéi da je D > 0i A = 10 > 0 funkcija f(z1,22) ima minimum u tacki
S5(0,0), koji iznosi f = 12.

Uvritavanjem stacionarne tacke Si(—2,0) u A, B i C se dobiju
vrijednosti:A = —10, B=0, C = —%. Pa je prema tome:

40 40
D=AC-B*=——-0=—>0

3 3
Buduéida je D >0i A= —10 < 0 funkcija f(z1,z2) ima maksimum u tacki
S4(—3,0), koji iznosi f = 3 ~ 16.67.
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Zadatak 15.

Odrediti ekstreme funkcije tri promjenljive, gdje je funkcija f(x1, z2, x3)
zadana kao:

fzy,20,23) = 23 + 53:% + 3x§ 4+ 2129 + 2123 — 4923 — TT1 — 2379 — 23 + 43

Rjesenje zadatka 15:

Prvo je potrebno odrediti parcijalne izvode funkcije f(x1,z2,23) po pro-
mjenjivim 1, Tg i T3.

0
%:2$1+$2+$3—7 (].)
0
7852 = 21 + 1029 — 433 — 23 (2)
0
8—2,2301—4962—&—6333—1 (3)

Izjednacavanjem jednacina , i sa 0 se dobije sistem od tri jednacine.
Rjesenje sistema je: 1 = 1, o = 31 x3 = 2, sto predstavlja stacionarnu tacku
S =(1,3,2). Sada se formira Hessian matrica:

2 1 1
H=|1 10 -4
1 -4 6

Karakteristiéni minori iz matrice H su:

H, =2
2 1
Hy =1y 10 =19
2 1 1
Hy=|1 10 —-4|=64
1 —4 6

Kako su svi H; > 0, funkcija u tacki S = (1,3,2) ima minimum, Cija je
vrijednost fmin = 4.
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Zadatak 16.

Odrediti tacku bezuslovnog ekstrema funkcije:

2 2 2
f(z1, 20, x3) = 2] + x5 + x5 — v123 — Dy — 1229 — 223

Odrediti prirodu ekstrema i naé¢i vrijednost funkcije f(z1,z2,23) u toj
tacki.

Rjesenje zadatka 16:

Tacka bezuslovnog ekstrema funkcije f(x1, z2, 23) odreduje se iz uslova da
je diferencijal prvog reda funkcije u toj tacki jednak nuli, i to:

0

87;‘1:2$1—$3—5 (1)
of

0

ay =20 (3)

Izjednacavanjem sistema jednacina , i sa 0, te rjeSavanjem istog
dobija se tacka bezuslovnog ekstrema: x1 =4, zo =61 x3 = 3.

Sada je potrebno odrediti prirodu ekstrema na osnovu Hessian matrice.
Potrebno je pronaéi parcijalne izvode:

f _ >f >*f
0x2 7 Ox0xe 1 Ox10x3
*f _ *f
0x3 7 Owelrs
2 2
61'3 6:63(91‘1

Prema tome, Hessian matrica je:

H

|

o
b
o

Karakteristi¢ni minori iz matrice H su: Hy = 2, H, = 4 i H3 = 6. Bu-
duéi da su svi minori pozitivni slijedi da funkcija f(z) ima minimum u tacki

M(4,6,3). Vrijednost funkcije u tacki M iznosi f(M) = —49.
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Zadatak 17.
3

Za funkciju tri promjenljive f(x1,x2, 23) = 253 —23—3x1+4xo+2i+23+7
odrediti stacionarne tacke funkcije, te provjeriti njihovu prirodu.

Rjesenje zadatka 17:

Parcijalni izvodi funkcije f(z1, 22, x3) po promjenjivim x1, x2 i z3 su:

oOf _ 4 o
of
of

Potencijalne tacke bezuslovnog ekstrema funkcije f(x1, x2, x3) odreduju se
iz uslova da je diferencijal prvog reda funkcije u stacionarnoj tacki jednak nuli,
tj. izjednacavanjem jednacina , i sa nulom. Iz jednacine ([3) dobije
se r3 = —%, iz jednacine 1} dobije se xo = 2, dok se iz jednacine 1l dobije
r1 = —11ix; =1. Moze se zakljuciti da postoje dvije stacionarne tacke:

S1=(-1,2-3), S=(1,2 -1).
Sada se odreduju drugi parcijalni izvodi.

o0 f
67.’1,‘% = 61’1
o0 f

2
0x3

o0 f

2
Oxs

o2 f o2 f 02 f o2 f 82 f 02 f

8x18x2 a 8x28x1 o (%18563 - 8x38m1 o 8x28x3 o al'gaxg o

Prema tome, Hessian matrica ¢e izgledati kao:
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Karakteristi¢ni minori matrice H su:

H1 = 6.131
o 6.131 0 o
H2 = 0 _9 = —121‘1
6z; 0 O
Hy=|0 -2 0=—-24z,
0 0 2

Uvrstavanjem stacionarnih tacaka S; = (—1,2,—%) i8S = (1,2,—%) u

karakteristicne minore se odreduje priroda rjesenja.

1. Za Sy = (—1,2,—1), vrijedi: H; = =6 < 0, Hy =12 > 0i H3 = 24 > 0,
pa je tacka S; sedlasta tacka.

2. Za Sy = (1,2,—3), vrijedi: H; =6 >0, Hy = —12 < 01i Hy = —24 <0,
pa je tacka So sedlasta tacka.
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3.3 Uslovna optimizacija i Lagrange-ovi multiplikatori

Ukoliko je skup vrijednosti koje mogu poprimiti varijable cijeli n-
dimenzionalni prostor E™ onda se govori o bezuslovnom problemu optimi-
zacije. U realnim problemskim situacijama postoje razna ograniCenja pa se
takvi problemi nazivaju problemima uslovne optimizacije. Ogranicenja koja
se namec¢u na problemske situacije mogu biti tipa jednakosti i nejednakosti.

Opsti oblik matematickog modela problema uslovne optimizacije moze se
formulisati na sljede¢i nacin:

Potrebno je odrediti maksimum ili minimum funkcije cilja

f(z) = f(z1, 29, ..., 24) (3.13)
pod uslovima definisanim sistemima jednacina i/ili nejednacina,
<0
hi(x) = hi(@1, 22, ..;zn) { =0 p , (3.14)
>0

gdje indeks ¢ poprima vrijednosti ¢ = 1,2,3,...,m u zavisnosti od broja
ogranicenja. Rjesenje problema definisanog izrazima i se u op-
Stem slucaju definiSe kao zadatak iznalazenja vrijednosti n - dimenzionalnog
vektora, odnosno tacke © = (1, 2,...,2,) u n— dimenzionalnom Euklido-
vom prostoru E™ u kojoj funkcija cilja f(x) ima odredenu vrijednost, pri
¢emu je zadovoljen sistem ogranicenja (3.14)). Cilj rjeSavanja zadatka je da se
na ovako definisanom skupu moguéih rjesenja odredi tacka z*, za koju vazi
da je:

f(@") = Opt{f(x)} (3.15)

Tacka x* se naziva optimalnom tackom, pod uslovom da zadovoljava una-
prijed definisana ogranic¢enja problema, koja su definisana u opstem slucaju
sistemom jednacina i/ili nejednacina ([3.14).

Lagrange-ova metoda optimizacije funkcije f(z) iz jednacine pod-
razumijeva pronalazenje skupa promjenljivih © = (z1, 2o, ...,z,) za koje su
zadovoljeni uslovi definisani skupom jednacina tipa jednakosti

hi(z)=0,i=1,2,3,....m (3.16)

a za koje funkcija f(z) ima minimalnu ili maksimalnu vrijednost.
Ova metoda podrazumijeva formiranje prosirene Lagrange-ove funkcije
oblika [28]:

L@ A) = f@) + 3 Aihi(w), (3.17)

gdje je A vektor pomoénih promjenljivih, odnosno Lagrange-ovih multipli-
katora.
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3.3.1 Uslovna optimizacija tipa jednakosti

U ovoj podsekciji se razmatra optimizacija funkcije vise promjenljivih kada
su prisutna ogranicenja tipa jednakosti, sto zahtijeva poseban pristup primje-
nom Lagrange-ovih multiplikatora.

Neka je zadat sljedeéi problem:

min{f()} 1)

hif(x)=0, i=1,2,..,r

Funkcije h;(z) = 0,7 = 1,2, ...,r predstavljaju ogranicenja tipa jednakosti.

Problem trazenja minimuma funkcije n promjenljivih sa r ogranicenja tipa

jednakosti moguée je svesti na problem trazenja minimuma funkcije n + r
promjenljivih bez ogranicenja kreiranjem prosirene funkcije kriterija:

fa(ajmf()‘)) = f(x) + )‘1 : hlf(x) + )\2 : h2f(x) +oee )\r . hr(x) (319)

gdje A1, Ag, ..., A\, predstavljaju Lagrange-ove multiplikatore.

Za odredivanje minimuma proSirene funkcije kriterija fo(f(x), f(A)) po-
trebno je pronaéi stacionarne tacke. Stacionarne tacke Lagrange-ove funkcije
dobijaju se postavljanjem njenih prvih parcijalnih izvoda jednakim nuli. Na-
kon toga se, pomoc¢u odgovaraju¢e Hessianove matrice i analiza definitnosti u
tim tackama, odreduje priroda rjesenja, na nacin opisan u prethodnom pod-
poglavlju.

3.3.2 Uslovna optimizacija tipa nejednakosti

Kod uslovne optimizacije tipa nejednakosti potrebno je pronaéi ekstrem
funkcije, ¢ija su ogranicenja tipa nejednakosti. Ovo su najcesée pojave u real-
nim problemskim situacijama. Ovakav problem se moze rijesiti rastavljanjem
na podprobleme, pomo¢u sljedece procedure:

« Rijesiti problem bez ogranicenja. Sve stacionarne tacke koje zadovoljavaju
svih m ogranicenja postaju kandidati za tacke optimuma.

¢ Rijesiti probleme kod kojih je po jedno od m ogranicenja grani¢no zado-
voljeno. Sve tacke koje zadovoljavaju preostalih m — 1 ogranic¢enja postaju
kandidati za tacke optimuma.

o Nastaviti rjesavanje podproblema kod kojih je istovremeno grani¢no za-
dovoljeno po 2,3,...,n od m ogranicenja. Sve tacke koje zadovoljavaju
preostala ogranicenja postaju kandidati za tacke optimuma.

¢ Od svih kandidata pronadi tacke globalnih ekstremuma.
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Neka je zadat sljedeéi problem:

min{f ()}

3.20
gl(l‘) <0, i=12,...m ( )

Funkcije g;(z) <0, ¢ = 1,2, ..., m predstavljaju ogranic¢enja tipa nejednakosti.

Uvodenjem slack varijabli mogu se ogranicenja tipa nejednakosti prevesti u

ogranicenja tipa jednakosti na sljede¢i nacin:
gi(x) <0 = gi(x) + S7(x)
gi(x) 20— gi(x) — SF ()

0 3.21
. (3:21)

Za svih m ogranicenja tipa nejednakosti potrebno je uvesti po jednu slack
varijablu (.5;). Slack varijable se uvode kao S; da bi se naglasila nenegativna
dopuna ogranicenja. Sad se problem od n varijabli sa m ograniCenja tipa
nejednakosti sveo na problem od n + m promjenljivih sa m ogranic¢enja tipa
jednakosti.

L(z,8,0) = f(z) + > _ Xi(gi(z) + Si). (3.22)
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Zadatak 18.

Odrediti uslovni ekstrem funkcije f(z1,22) = 223 + 23 + 7 primjenom
Lagrange-ove metode uz uslov da je 3z + x2 = 4.

Rjesenje zadatka 18:

Prvo ¢e se formirati prosirena funkcija uzimajuéi u obzir ogranicenje tipa
jednakosti:
L(z1,22,\) = 227 + 23 + 74+ A3z + 20 — 4)

Potom je potrebno pronaéi parcijalne izvode Lagrangeove funkcije
L(z1,x2,\) po promjenljivim z1, 2 1 A:

oL

— =4 1

a.’El X1 + 3Aa ( )
L

87 =219 + A, (2)
2

oL

Potencijalna tacka uslovnog ekstrema funkcije f(z1, z2) odreduje se iz uslo-
va da su parcijalni izvodi Lagrange-ove funkcije jednaki nuli, tj. izjednacava-
njem jednacina , i sa nulom.

Kako bi se eliminisala promjenljiva A, jednac¢ina se pomnozi sa —3, te
se sabere sa jednac¢inom .

200+ A =0 = —620—-3X=0
31 +x9—4=0

4x14+3A=0
} (4)

Potom se sistem od tri jednacine i tri promjenljive svodi na sistem dvije
jednacine i dvije promjenljive:

4371 — 6I2 =0
3x1+x9 =4 (5)

Metodom eliminacije promjenljive zs, sistem od dvije jednacine se svodi
na jednu.
12
22x1 =24 =11 = —
T1 1 11
Uvrstavanjem vrijednosti x; u jednu od dvije jednacine sistema se

dobije da je x4 = %.
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Stacionarna tacka je S(12, £).

Vrijednost Lagrangeovog multiplikatora A nije potrebna za odredivanje
same stacionarne tacke u prostoru promjenljivih.

Da bi se odredila priroda ekstrema, potrebno je pronaéi druge izvode pro-

Sirene funkcije.

%L
A=— =4
Oz?
s 0L 0L
- 8%181’2 o 8x28x1 o
0?L
= — = 2
© x3

D=AC-B*=38
Buduéi je D > 0i A > 0 funkcija f(z1, #2) ima minimum u tacki S(13, <),
te taj minimum iznosi f(S5) ~ 9.91.
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Zadatak 19.

Data je funkcija kriterijuma
f($1,1'27l'3) - {E% + {17% + l'%
Potrebno je odrediti tacku odredenu presjekom ravni:

T, + 229 + 323 = 10,
T, —To+ 2x3 =1,

koja minimizira kriterij f(x1,x2,x3).

Rjesenje zadatka 19:

Buduéi da se radi o uslovnom kriteriju, koristit ¢e se Lagrange-ovi multi-
plikatori. Formirat ¢e se prosirena funkcija:

L(xl, ZT2,I3, )\1, )\2) = x%—i—x%—i—x%—k)\l ($1+2$2+3$3—10)+)\2($1—$2+2£L’3—1)

Potom ¢e se pronaéi parcijalni izvodi prosirene funkcije po promjenljivim
X1,T2,T3, Alv )\2:

oL

a—xlzmvl—i-/\l—i—)\g, (1)
% = 2x9 + 2A1 — Ao, (2)
(%i, =223 4+ 31 + 2)o, (3)
g—i =1 + 22 + 3z3 — 10, (4)
g—ile—x2+2x3—1, (5)

Iz jednacine slijedi:
A2 = 22 + 2). (6)

Ako se relacija @ uvrsti u i , dobije se:

2my 2
2r1 + A1+ 222+ 20 =0 = A = %, (7)

21‘3 + 3A1 + 2(21’2 + 2/\1) = 41‘2 + 2133 + 7)\1 (8)
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Uvrstavanjem u se dobije:

1421 + 279 — 623 = 0 9)

Relacija @D zajedno sa relacijom i ¢ine sistem od tri jednacine sa
tri nepoznate:
T + 229 + 33 = 10,
T —To+ 223 =1, (10)
14z + 229 — 623 =0

Dati sistem ¢e se rijesiti koriste¢i Cramerovo pravilo.

1 2 3
Ar=|1 -1 2|=118
4 2 -6
0 2 3
Ay, =|1 -1 2|=38
0 2 -6
1 10 3
Ay, =1 1 2|=202
4 0 -6
1 2 10
Ay, =|1 -1 1|=186
14 2 0

A, 38
—Sm 2% (399
TEA T s 03
A,, 292
— Do 2oy
2T A, T 118 7
A,, 186
= = —_— = ]_'
T3 As 118 576

Vrijednost kriterija je:

£(0,322, 2,475, 1,576) = (0.322)* + (2.475)* + (1.576)* = 8.715.
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Zadatak 20.
Data je funkcija G(x1,72) = 10(x1 — 3.5)% + 20(z2 — 4)2. Potrebno je
odrediti tacku koja minimzira vrijednost ove funkcije, ako su ogranicenja
data sistemom nejednakosti:

1+ a2 <6 I ogranicenje
) —29 <1 IT ogranicenje
2x1 +x9 > 6 IIT ogranicenje
0.5217 —x9 > —4 IV ogranicenje

1 >1 V ogranicenje
x1 >0 VI ogranicenje
9 >0 VII ogranicenje

Rjesenje zadatka 20:

VI ogranicenje se moze odbaciti, jer je manje strozije od ogranicenja V.

1. Prvo ¢e se nadéi ekstrem date funkcije bez ogranicenja, i to:

dG

o 0(zy —3.5) =0
dG

d:L’g 0(1‘2 ) 0

Rjesenje datog sistema je xgl) =35A xél) = 4. Posto tacka (xgl), a:gl)) ne
zadovoljava I ogranicenje, ne uzima se u razmatranje.
2. Uzima se da je I ogranicenje granicno zadovoljeno tj.

T1+To=6=>21 =6— 29

G
T = —20(6 — x> —3.5) +40(ry —4) =0 = 2P =35n02Y =25
2

Data tacka zadovoljava sve uslove te se moze uzeti u razmatranje.
G(a:?), 1752)) = 15.

3. Uzima se da je II ogranic¢enje grani¢no zadovoljeno tj.
T —2T9=1=>21 =142

dG

T = 20(r2 — 25) + 40(x2 —4) =0 = 2 =35= 2 =45
2
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4. Uzima se da je III ogranicenje grani¢no zadovoljeno tj.
201+ x9 =6 = 19 =6 — 211

G
dxl

V ogranicenje nije zadovoljeno, pa se tacka odbacuje.

=20(z; — 3.5) + 160(z1 + 1) =0 = 2{Y = —0.5

5. Uzima se da je IV ogranic¢enje grani¢no zadovoljeno tj.

0521 —x9=—4=>x1 = 2(3}2 — 4)

G
T = 40(20y — 11.5) + 40(zz —4) =0 = 2 =517 = Y =233
X2

I ogranicenje nije zadovoljeno, pa se tacka odbacuje.
6. Uzima se da je V ogranicenje grani¢no zadovoljeno tj.
:1:&6) =1

G
dxz

Data tacka zadovoljava sva ogranicenja, te se moze uzeti u razmatranje.
U datoj tacki vrijednost funkcije G(:EEG), a:éG)) = 62.5.

=40(zy —4) =0= 2" =4

7. Uzima se da je VII ogranic¢enje grani¢no zadovoljeno tj.
a?(27) =0

G
d.]?l

IT ogranicenje nije zadovoljeno, pa se tacka odbacuje.

=20(z; —35)=0=2" =35

8. Uzima se da su I i IT ograniéenje grani¢no zadovoljeni tj.
T + T = 6
T, — T2 = 1
Prema tome je:

7
o

o)

N Ut

Data tacka zadovoljava sva ogranicenja, te se moze uzeti u razmatranje.
U datoj tacki vrijednost funkcije G(xgs), acgg)) = 45.
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10.

11.

12.

13.

. Uzima se da su I i III ogranicenje grani¢no zadovoljeni t;j.

T1+x9 =26

2161 + x99 = 6

tj. xf’) =0A xég) = 6. V ogranicenje nije zadovoljeno, pa se tacka odba-
cuje.

Uzima se da su I i IV ogranicenje grani¢no zadovoljeni tj.
T1+x9 =26

0.5(E1 — Tg = —4

Iz sistema slijedi da je:

210 =133

219 = 4.66

Data tacka zadovoljava sva ogranicenja, te se moze uzeti u razmatranje.
U datoj tacki vrijednost funkcije G(;zcgm), xélo)) = 55.8.

Uzima se da su I i V ogranicenje grani¢no zadovoljeni t;.

1+ T = 6
Tr, = 1
Iz sistema slijedi da je :rgll) =1A xén) = 5. IV ogranicenje nije zadovo-

ljeno, pa se tacka odbacuje.
Uzima se da su I i VI ogranicenje grani¢no zadovoljeni t;.
xr1 + Ty = 6

17220

Iz sistema slijedi da je xgu) =6 A xgu) = 5. II ogranicenje nije zadovolje-

no, pa se tacka odbacuje.

Uzima se da su II i ITI ograni¢enje grani¢no zadovoljeni tj.

xl—(EQ:l
2x1 +x9 =06

1z sistema slijedi da je:
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14.

15.

16.

17.

18.

a3 _ 7
Ty 3
a3 _ 4
sz 3

Data tacka zadovoljava sva ogranicenja, te se moze uzeti u razmatranje.
U datoj tacki vrijednost funkeije G(mglg),xém)) = 155.8.

Uzima se da su IT i IV ogranicenje grani¢no zadovoljeni tj.
1 — T = 1
0.521 —x9 = —4
. o .(14) (14) A
Iz sistema slijedi da je ;7 = 10 A x5’ = 9. I ogranicenje nije zadovo-
ljeno, pa se tacka odbacuje.
Uzima se da su Il i V ogranicenje granicno zadovoljeni tj.
1 — Ty = 1
I = 1
. . (15) (15) _ o
Iz sistema slijedi da je 7 7 =1 A x5~/ = 0. III ogranic¢enje nije zadovo-
ljeno, pa se tacka odbacuje.
Uzima se da su IT i VI ogranicenje grani¢no zadovoljeni tj.
1 — T2 = 1
T = 0
Iz sistema slijede isti rezultati kao u slucaju 15°. III uslov nije zadovoljen

pa se tacka odbacuje.

Uzima se da su III i IV ogranicenje grani¢no zadovoljeni tj.

2501 + X9 = 6
0.533‘1 — X9
Iz sistema slijedi da je xgn) =08A x§17)4.4

V uslov nije zadovoljen pa se tacka odbacuje.

Uzima se da su III i V ogranicenje grani¢no zadovoljeni tj.

2x1+x9 =26

(Elzl
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19.

20.

21.

Iz sistema slijedi da je:
17518) =1

zgls) =4

Data tacka zadovoljava sva ogranicenja, te se moze uzeti u razmatranje.
U datoj tacki vrijednost funkcije je

G\, 2{®) = 62.5.

Uzima se da su III i VI ogranic¢enje grani¢no zadovoljeni tj.

1z sistema slijedi da je:

I(119) =3

x(ng) =0

IT ogranicenje nije zadovoljeno, pa se tacka odbacuje.
Uzima se da su IV i V ogranicenje granicno zadovoljeni tj.
0.521 — 19 = —4

r1 =1

Iz sistema slijedi da je:

x?o) =1

xgzo) =45

Data tacka zadovoljava sva ogranicenja, te se moze uzeti u razmatranje.
U datoj tacki vrijednost funkcije je

Gz, 28y = 67.5.
Uzima se da su IV i VI ogranicenje grani¢no zadovoljeni t;j.
0.527 —x9 = —4
o =0
Iz sistema slijedi da je:
x§21) =-8

xém) =0

V ogranicenje nije zadovoljeno, pa se tacka odbacuje.
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22. Uzima se da su V i VI ogranicenje grani¢no zadovoljeni.

Iz sistema slijedi da je:
x&ﬂ) =1

a:ém) =0

IIT ogranicenje nije zadovoljeno, pa se tacka odbacuje.

Na osnovu prethodne analize, vidi se da je vrijednost funkcije minimalna
u tacki

x* = (3.5, 2.5),

te iznosi

G(z*) = 15.

Iz datog primjera jasno proizlazi da, kako bi se pronasli ekstremi funkci-
je koja je podlozna odredenim ogranicenjima, nuzno je istraziti sve moguce
dopustene granice na kojima bi se potencijalna rjesenja mogla nalaziti, ne
ogranic¢avajuéi se samo na slobodne ekstreme. Ilustrirani primjer pokazuje da
je neophodna neka metoda koja ¢e ubrzati pretragu oblasti na efikasniji nac¢in.
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Zadatak 21.

Primjenom Lagrange-ovih multiplikatora potrebno je odrediti vrijed-
nost ekstrema funkcije:

f(zy, o) = 2273 + 323
uz ogranicenja:

224422 <9, 3z, +209>6, 21 >0, x9>0

Rjesenje zadatka 21:

Prvo je potrebno da ogranic¢enja prevedemo u oblik jednakosti dodavanjem
slack varijable i da ih zapiSemo u obliku nula, tj. da ih izjednac¢imo sa nulom.

2 +4xi+ 87 -9=0,
3x1+2x2—53—6:0,
3:1—33%:0,

1‘2—5320.

Sada je prosirena funkcija cilja :

fp= 223 4 33
+ hy (2% + 4235 + 57 — 9)
+ ho (3z1 + 229 — SS — 6)

+ ha(z1 — S3)

+ hy(zo — S7)

Parcijalni izvodi po svim promjenljivim su:
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f» = dz1 + 2h1z1 + 3ha + hy =0 (1)
6:61

% = 6x9 +8hixa +2hs +hy =0 (2)
8$2

of,

Thﬁzﬁ+4x§+5§_9:0 (3)
of,

é)T;;=3:cl+29[:2—S;?—eszo (4)
afp _ 2 _

ohy 10 ?
8fp _ 2

ohy ~ 270 o
Ofp _ _

95 = 2mS1=0 (7)
ofp _

95 = —2hySs =0 (8)
ofp _

95 = —9h385 = 0 9)
ofp _

99 = 28484 = 0 (10)

Buduéi da jednacine (7),(8),(9),(10) mogu biti zadovoljene za razlicite
slucajeve, napravit ¢e se tabela moguéih kombinacija vrijednosti [3.1]
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Tabela 3.1: Tabela mogué¢ih kombinacija vrijednosti h; i S;.

hi | S1|ha|S2 | hs|S3]|hal|Ss
oOo(1(0}1|10|1]0]1
o(1jo0}10|1T]1]O0
oO(1j0}1|1|10}]01]1
o(1jo0}110]1]O0
1r(10]j0(1[0]1]0]|1
110101101 ]|1]0
110011001
1101011 }1]0]1]0
110100101
1]1]0(1 1001 ]1]0
110101001
110110} 1]0]|1]0

U nastavku ¢e se analizirati svaki pojedinacni slucaj.
1) hy =ha=h3=hy4 =0
U ovom slucaju je:
dr1 =0=z2, =0
6o =0=29=0
S2=9>0

S2=-6<0 ne zadovoljava uslov, ne mora se dalje provjeravati

2) hy=hy=hs=S;=0

U ovom slucaju je:

41 =0= 21 =0

To = 0
S2=9>0
S3=-6<0 ne zadovoljava uslov, ne mora se dalje provjeravati
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U ovom slucaju je:

1 =0
6o =0=129=0

S2=9>0

53 =—-6<0 ne zadovoljava uslov, ne mora se dalje provjeravati

4) hy =hy=S3=25,=0

U ovom slucaju je:

T =
T =0

S2=9>0

S2=-6<0 ne zadovoljava uslov, ne mora se dalje provjeravati

4
4$1+3h2:0=>h2=—%
6xo + 2ho =0
31’1+2£B2:6

Uvrstavanjem ho u drugu jednacinu se dobije sistem:

—8x1 4+ 1829 =0, 3x1+ 222 =6
Rjesenjem sistema se dobije:

22 =069, x; =154
Provjerom slack varijabli:
S2=475>0, S2=154>0, S7=0.69>0
f£(1.54,0.69) =~ 6.12
6) hy =Sa=h3=5,=0

ro =0, 31 +22,=6=11 =2

Provjerom slack varijabli:
Si=5>0, S3=2>0

f(2,0) =38



Tr1 = O,
3x1+220=6 = 1x9=23,
S? = —27 = ne zadovoljava uslov, ne mora se dalje provjeravati.
8) h1 =82 =853=5,=0
r1 =0,20 =1,321 + 222 =6

Mogucéa su dva slucaja:

(1): 21 =0,29 =3,= S = —27>0
(2): 21 =2,29=0,= S =5<0
Sada je f(2,0) = 8.
9) Sy =hy=hz3=hy =0

U tom slucaju je:

4{E1 + 2h1$1 =0
6!172 + 8h13§2 =0
¥+ 4rd =9
Zbog prve jednacine ¢e biti Cetiri slucaja:

(a) 21 =3,22 =0

S2=0>0
S72=0>0
S2=3>0
f(3,0) =18
(b) &1 =-3,290=0
S2=-3<0
S3I=0>0
S5 =-15<0
(c) 1 =0,20 =3
S2=0>0
Sizgzo



Teorija optimizacije 79

10)

11)

12)

13)

(d) Tq 20,1‘2 = —

[SJ[°]

S2=0>0
Si=he=h3=5,=0
Ty =0,22 =9
Vidi se da postoje dva slucaja, koja su se ve¢ ponavljala iznad, stoga je:
1 =3,20 =0,= f(3,0)=18>0 (1)
Ty =-3,13=0,= 55 =-2<0 (2)

51=h2253:h4:0

U ovom slucaju je:

1 =0,422 =9
Vidi se da postoje dva slucaja, koja su ista u prethodnim slucajevimas:
3 2
xlzo,w2:§:5’2:—3§0 (1)
3 3
$1:O,I2:*§:>Sz:7§§0 (2)

S1=hy=53=5,=0
U ovom slucaju je:

I = 07 To = 0
Odakle proizilazi da je S2 = —6 <0

S1=8=hs=hs=0
Za ovaj slucaj je:

2?4423 -9=0 (1)

6—3{E1

3x1 +2x2 —6=0= 222 =6 321 =5 22 = 9 (2)

Nakon $to se izrazeni oblik iz jednacine (2) posalje u prvu jednacinu, dobije
se:
1022 — 361 +27 =0

Rjesenje ove kvadratne jednacine daje sljedeca dva slucaja:

x1 = 1.065 = zp = 1.40 = f(1.065, 1.40) = 8.15
1 =253 =29=-08=57=-08<0
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14) 51252:}1325420
U ovom slucaju je:
Ty =0, =9

Ovaj slucaj je ispitan ranije, pa se zna da je: f(3,0) =18
15) S1 =59, =535=hs4 =0

U ovom slucaju je:
r;=0,425 =9

Ovaj slucaj je ispitan ranije, pa se zna da uslovi nisu zadovoljeni.
16) S1=5,=53=54=0

U ovom slucaju je:
xr1 = O7 Xrog = 0

Ovaj slucaj je ispitan ranije, pa se zna da uslovi nisu zadovoljeni.

Sada iz svih razmotrenih slucajeva slijedi da je minimum najmanja vrijed-
nost funkcije koju smo dobili, a maksimum najveca:

fmin(1.54, 0.69) = 6.12,  frmax(3, 0) = 18.

Pregled svih mogucih kombinacija h; i .S; sa provjerom zadovoljavanja
rjeSenja su prikazana u tabeli [3:2

Tabela 3.2: Tabela mogué¢ih kombinacija h; i S; sa provjerom zadovoljavanja
rjesenja.

hy | Si| ha | Sz | hs | Ss | ha| Sa f(z1,72)
o101 ]0|1|0]|1 ne zadovoljava
o101 ]0]1T]|1]O0 ne zadovoljava
0|10 1]1}|0}0]1 ne zadovoljava
o101} 1]0]|1]O0 ne zadovoljava
1710010 1]0]1 ne zadovoljava
1{0(0j1]0]21T 10 ne zadovoljava
1(0jJ0f1|1]0]0]|1 ne zadovoljava
1{0j0|1|1|0]1]0 ne zadovoljava
110100101 f(3,0) =18
10|10l O0]1]1]|0O0 f(2,0) =38
10|10 |1[0]0]| 1]/f(1540.69) =6.12
1r{o0j1jo010]1]0 ne zadovoljava
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Zadatak 22.

Primjenom Lagrange-ovih multiplikatora potrebno je odrediti ekstreme
funkcije f(x) = 22% + 23 + 7 na zatvorenoj oblasti (2

5x1 4+ 222 < 10

101’1 + 7%2 2 15

56’121

Rjesenje zadatka 22:

Uslovi se izrazavaju kao jednac¢ine dodavanjem slack varijabli:

521 4 229 + 57 = 10
1021 + Tzg — S2 =15
T — S§ =1
Prosirena funkcija cilja je:
fp = 223 4+25+7+hy (521 +229+57 —10)+ho (1021 +T29—S3 —15)+hz(v1—S5—1)

Sada se odreduju parcijalni izvodi za svaku promjenljivu:

%:4x1+5h1+10h2+h3:0 (1)
%:2x2+2h1+7h2:0 (2)
%:5z1+2x2+sf—10=0 (3)
27{;;:103”4—7332—522—15:0 (4)
%:xl_s§—1=0 (5)
% — 20,8 =0 (6)
% = 20y, =0 (7)
%{’; = —2h3S5 =0 (8)

Ispituju se svi slucajevi kombinacija aktivnih i neaktivnih ogranicenja.

Buduéi da jednacine (6), (7), (8) mogu biti zadovoljene za razlicite sluca-
jeve, napravit ¢e se tabela moguéih kombinacija vrijednosti [3.3
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Tabela 3.3: Tabela mogué¢ih kombinacija vrijednosti h; i S;.

Redni broj | by | S1 | ha | S2 | hs | S3 | (6),(7),(8)
1° o110 1]0](1 0
2° 0 110 1 1 0 0
3° 0|1 11001 0
4° 0|1 1170 1]0 0
5° 1 010 1 0 1 0
6° 1 01]0 1 1 0 0
7° 170} 1]10]10]1 0
8° 170110 1]0 0

U nastavku ¢e se analizirati svaki pojedinacni slucaj.
1° sluéaj: hl = hg = h3 =0
U ovom slucaju je:

(1) 4z1 + 5h1 + 10hg + hg = 0= z; =0,

(2) 229 + 2hy + They =0 = 249 =0,

(3) 51 4+ 212+ SF —10=0= S; =10 > 0,

(4) 10z1 + Tg — S2 —15=0 = S2 = —15 < 0 (ne zadovoljava uslov),
(5)

5) 21 — S5 —1=0= S2 = —1 <0 (ne zadovoljava uslov)

2° slucaj: hy = hog =53 =0

(2) 2204+ 2h1 +Thy =0= 225 =0 = 25 = 0

Bz —S2—1=0=2;=1

(3) by 4+ 212 + S —10=0=5(1)+2(0) +S7 -10=0= S =5>0
(4) 1021 + Tz — S2 —15=0=10(1) + 7(0) —= S2 =15 =0 =

S2 = —5 < 0, ne zadovoljava uslov

(1)4$1+5h1+10h2+h3:0:>4(1)+0+0+h3:0:>h3:74

3° sluéaj: h1 = SQ = h3 =0
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)
2 2 7
Poredenjem: — % - _% o gy = 5;1
(4) 1021 + 7290 —15=0=19.821; = 15 = 21 =~ 0.76

(5) 21 —S2 —1=0= S = —0.24 < 0 (ne zadovoljava uslov)

2 2
(1) 421 + 10hy = 0 = hy = — 2L, (2)2m2+7h2:0:>h2:—%

4° slucaj: hy =S, =53=0

(B)r; —S2—1=0=2, =1, (4)1Ox1+7x2—15:0:>x2:$z0.714
(3) 5y + 229+ S —10=0= S? =3.572>0

(2) 2x2+2h1+7h2=0:h2:—gz—o.m

(1)

1) 4x1 +5h1 + 10hs + hs3 =0 = hy = —1.96
U ovom slucaju: y(1;0,71) = 9.5

5° sluéaj: Sl = hg = h3 =0

4 4
L @2 =0 =

1) 4z +5h1 =0= hy = —
4) 10zy + Txo — S5 —15=0 = S5 ~ 8.634 > 0
5)x; — S5 —1=0= S5 ~0.515>0

U ovom slucaju: y(1.515;1.212) = 13.02

(1)
(3) 51 + 229 — 10 =0 = z1 = 1.515, x5~ 1.212
(4)
(5)

6° slucaj: S1 =hy =53 =0

5
5 a1 —S5—1=0=z =1, (3)5x1+2x2—10202>x2:522.5,

(5)

(4) 10z1 + Teg — S3 —15=0= S5 = 12.5 > 0,
(2) 222 +2hy =0 = hy = —2.5,

(1) 4zy +5hy + hg =0 = h3 = 8.5

U ovom slucaju je: y(1;2.5) =15.25
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7° slucaj: Sy =Sy =h3 =0
(3) 1 + 425 —5=0, (4) 3z1 + 229 —6=0
= 1] ~ 2667, 1y~ —1.667,
(5) 21 — S =0 = S7~2.667>0,
(2) 222 +2hy +Thy =0 = —3.334 + 2hy + Thy = 0,
(1) 421 4 5hy + 10hy =0 = 10.668 4 5hy + 10hy = 0,

uslovi (1) i (2) ne mogu biti istovremeno zadovoljeni = slucaj se odbacuje.

8° slucaj: S1 =95, =53=0

(51— S3—1=0=2, =1,
(3) 51 + 200 —10 =0 = 5+ 222 — 10 = 0 = @5 = 2.5,
(4) 10z1 + 722 — 15 =0= 10+ 17.5 — 15 = 12.5 # 0 (uslov nije zadovoljen)

Pregled svih osam slucajeva sa njihovim rjesenjima je dat u tabeli

Tabela 3.4: Pregled rjesenja za sve slucajeve — funkcija i uslovi optimalnosti.

Slucaj | Vrijednosti varijabli i slack varija- Validnost

ble

1° 1 =0, 22 =0 Nezadovoljen uslov
S? =10, 53 =-15, S =—1

2° r1=1, 22 =0 Nezadovoljen uslov
S2—5 §2——_5 520

3° r1 ~ 0.76, 1o ~ 1.064 Nezadovoljen uslov
S22 =-0.24

4° 1 =1, 29 =25 Zadovoljen uslov
S2 =125, 52=0

5° r1 ~ 1.515, o =~ 1.212 Zadovoljen uslov
S2 =8.634, S3 =0.515

6° r1 =1 20 =25 Zadovoljen uslov
S2 =125, hy = —2.5, h3 = 8.5

7° T & 2.667, xo =~ —1.667 Nezadovoljen uslov
Kontradikeija u (1) i (2)

8° r1 =1, x50 = 2.5 Nezadovoljen uslov
Kontradikcija u (4)




Teorija optimizacije 85

Moze se zakljuciti da je ekstrem maksimuma u tacki M(1.515;1.212) i
iznosi frae = 13.02, dok je ekstrem minimuma u tacki S(1;2,5) i iznosi

Zadatak 23.

Neka komponenta ima nelinearnu karakteristiku G(z) koju je potrebno
aproksimirati polinomom drugog reda:

P(x):a-x2+b-x+c, 1<z <5

Vrijednosti G(z) dobivene mjerenjem u pet tacaka date su u tabeli
Zahtijeva se da u tacki x = 1 vrijedi uslov:

Ako je kriterij dat kao:

m
S
o

I
ngle
)
=
e

k= 2

Odrediti optimalnu vrijednost koeficijenata a, b, ¢ koji minimiziraju
ovaj kriterij.

Rjesenje zadatka 23:

Tabela 3.5: Vrijednosti G(z) za zadatak 23.

T 1 2 3 4 5
G(x) 3 5 4 2 1

Jednakost P(1) = G(1) daje ogranicenje oblika:
a+b+c=3.

Zadatak se moze rijesiti metodom Lagrange-ovih multiplikatora. Formirat
¢e se prosirena funkcija cilja f,(a,b,c, h):

fa(a,b,c,h) = f(a,b,c)+h-(a+b+c—3)
5
=" (ak® + bk +c—GR) +ha+brc—3).  (3.23)
Stacionarne tacke novoformirane funkcije f,(a,b,c, h) su

5
=2 K (ak® + bk +c— G(k)) + h =0,
k=2

Oda
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5

3fa _ Z (ak® + bk + ¢ — G(K)) + h =0,

3fa

5
= Zak2+bk+ch(k))+h:O,

o S=a+b+c—-3=0.

Date jednacine predstavljaju sistem cetiri linearne jednacine po promjen-
ljivim a,b,c,h. Dati sistem je ekvivalentan sa:

5 5 5 5

20 k' +20) K +2e) K -2 KG(k)+h=0
k=2 k=2 k=2 k=2
5 5 5 5

20 K420 K +2) k—2) kG(k)+h=0
k=2 k=2 k=2 k=2
5 5 5 5

20 K +2b) k42> 1-2Y G(k)+h=0

k=2 k=2 k=2 k=2

a+b+c—3=0
Uvrstavanjem brojnih vrijednosti se dobije:

5 5 5

> k=978, Zk37224 Sk =54, Y k=14,

k=2 k=2 k=2

Y KG(k) =113, > kG(k) =35, > G(k)=12.
k=2 k=2

Uvrstavanjem suma slijedi linearni sistem:

1956a + 448b + 108c + h = 226
448a + 1080 + 28c + h =70
108a + 28b+ 8c+ h = 24
a+b+c=3.
Redukovanjem (elimini$uéi h i zamjenom ¢ = 3 — a — b) dobija se sistem

za aib:
874a + 160b = —49,

160a + 30b = —7,

c=3—a—>
Rjesenje metodom determinanti:
874 160 —49 160
A= ’160 30 ‘ =620, Ao = ‘ -7 30 ‘ = —350,
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874 —49

Ao = ‘160 —7

’ = 1722.

Odavde slijedi:

P

a Ab
= ~ —0.5645 b= —~2.777.
a 5 A

|

Uvrstavanjem u ¢ =3 —a — b:
¢~ 0.787.
Aproksimativni polinom glasi:
P(x) = —0.56452% + 2.777z + 0.787.

Detaljna analiza navedenih zadataka ukazuje na slozenost problema sa
ogranicenjima i opravdava potrebu za metodama koje omogucavaju brze i
preglednije nalazenje optimalnih rjesenja, sto ¢e biti predmet daljnjeg razma-
tranja.
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Linearno programiranje (LP) predstavlja jednu od osnovnih metoda ope-
racionih istrazivanja, usmjerenu na pronalazenje optimalnih rjesenja u proble-
mima u kojima su funkcija cilja i ogranic¢enja linearni. Ova metoda omogucava
modeliranje i analizu razli¢itih prakti¢nih problema, od optimizacije proizvod-
nje do raspodjele resursa, uz matematicku preciznost i jasno¢u. Kroz poglavlje
Ce biti prikazane osnovne formule, standardna forma problema LP, te graficke
i analiticke metode rjesavanja linearnih problema.

89
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4.1 Opsta formulacija zadataka linearnog programiranja

Linearno programiranje (LP) predstavlja metodu operacionih istrazivanja
koja se bavi iznalazenjem optimalnog rjesenja problema. Karakteristi¢no je
po tome da su sve relacije izmedu promjenljivih, kKAKO U funkciji cilja f(z),
tako i u sklopu ogranic¢enja €2, linearna. Za matematicki model problema li-
nearnog programiranja se moze rec¢i: dat je skup od m linearnih jednacina
i/ili nejednacina sa n promjenljivih, gdje treba pronaéi nenegativne vrijed-
nosti promjenljivih koje zadovoljavaju skup linearnih ogranic¢enja €2, a da pri
tome funkcija f(x), koja je takoder linearna, dobije svoju ekstremnu vrijed-
nost. Opsta matematicka formulacija zadataka LP-a, koriste¢i matematicke
simbole, se moze iskazati na sljedeéi nacin [29) :

Treba odrediti takav skup vrijednosti (21,2, ..., Zm), tj. komponente n-
dimenzionalnog vektora x = (z1,Z2,...,&y) iz oblasti D koja je zadana si-
stemom linearnih jednacina i/ili nejednacina:

> amak < b, (i =1,2,..,m) (4.1)
k=1

2 >0,(k=1,2,...,n)
za koje funkcija cilja, koja predstavlja linearnu kombinaciju nepoznatih x

f(x) = f(x1, 22,23, ..., Ty) = 121 + C2Z2 + ... + Cpp, (4.2)

dostize maksimalnu ili minimalnu vrijednost. Skup ograni¢enja u razvijenom
obliku moze se zapisati kao:

1171 + a12%2 + - + 1%y < by,

a21%1 + A22%2 + -+ + A2 Ty < by,

Am1T1 + Am2aT2 + - - + QG Tn < by,
x>0, k=1,2,...,n.
Skup ograni¢enja u n-dimenzionalnom prostoru odreduje neku konacnu

oblast (D) ograni¢enu povrsinama poliedra koja je konveksna i ogranic¢ena
skupom hiperravni (slika [4.1). U odredenim slu¢ajevima oblast D moze biti

neogranicena (slika [4.2)).
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Dati problem LP se lako moze preoblikovati u matri¢ni oblik matematickog
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modela, kao:

flx)=CTx (4.4)
uz ogranicenja oblika
<
Az =7 b; (4.5)
>
x>0,

gdje C predstavlja n-dimenzionalni vektor red (vrstu), X je n-
dimenzionalni vektor kolonu, A matricu sa m redova (vrsta) i n kolona, te
b; m - dimenzionalni vektor kolonu. Izgled prethodno opisanih matrica je slje-
dedi:

cT = [cl cy - cn] (4.6)
T b1
To b2
z=1|.1|, b=|. (4.7)
T b
aij;p  aiz2 - Qi
a21 a22 crr G2n
A= (4.8)
ml  Am2 o Gmn

Gdje su [30]:
o A,on se naziva tehnoloskom matricom,
o Vektor Ci,, se naziva vektorom cijena,

o Elementi vektora C nazivaju se koeficijenti kriterija ili koeficijenti funkcije
cilja,

e Ogranicenja tipa Az < b se nazivaju balansnim uslovima,

o Vektor b,,,1 se naziva vektor resursa ili vektor slobodnih koeficijenata ba-
lansnih uslova,

o Ogranicenja tipa = > 0 se nazivaju prirodnim ogranicenjima.



Linearno programiranje

Stoga, za standardnu formu problema LP ¢e se usvojiti problem:

f*=maz{CTz}

Az <b
>0
. T . Ax <,
¥ =argmax ¢ T uz ograniCenja
x>0
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(4.10)

Rjesavanje problema linearnog programiranja podrazumijeva iz beskonac¢no
mnogo dozvoljenih rjesenja iznaéi ona koja ekstremiziraju funkciju f(z).

4.2 Svodenje na standardnu formu problema linearnog

programiranja

Opisani model u potpoglavlju [£:I] zapravo ne odgovara prirodnom obliku
nekih problema linearnog programiranja. Svi linearni problemi mogu se svesti
na usvojenu standardnu formu problema LP. Drugi legitimni oblici problema

su sljededi:
1. Minimiziranje umjesto maksimiziranja funkcije cilja:
fi(z) = —f(z) = ~CTa = min{f(x)} = —maz{fi(2)}
a) Rijesiti sludaj kada je f(z) u tacki minimuma pozitivno
@) =-C"x
=ciT1 + a2+ -+ cpry >0
b) Rijesiti slucaj kada je f(z) u tacki minimuma negativno
fo(z) =CTx
=cix1+coxo+ -+ cpx, <0
¢) Odabrati rjesenje koje daje manju vrijednost kriterija
2. Ako postoje ogranicenja tipa d; < x;:
0<z; —dj <djz2 —dj,

Taj =25 —dj1, baj = dj2 — dj1,
0 S Tayj S baj~

(4.11)

(4.12)

(4.13)

(4.14)
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3. Ako postoje ograniCenja tipa d; < x; pri cemu z; moze biti negativna:

dj — Xy > 07
xgj = dj — x5, (4.15)
T34 Z 0.

4. Ako je z; slobodno po znaku:

.’Ej = ‘Tj+ — .’Ej,7
2ie > 0, (4.16)
Tj— Z 0.

5. Ako postoje ogranicenja tipa dj; < x; < djo:

0<wzj —dj <djo—dj,
Toj = Tj — djl, baj = G52 — dj17 (417)
0 S xaj S baj'

6. Ako postoje ogranifenja tipa |a;1x1 + Gia%a + -+ - + AinTn| < by

—b; < anxy + GoTo + -+ Ay < by (4.18)

Nakon $to se problem preoblikuje na standardnu formu, proces pronalaska
ekstremne vrijednosti funkcije je isti.

4.3 Graficka metoda rjesavanja linearnog programiranja

Da bi se govorilo o grafickim metodama za rjeSavanje linearnih problema,
neophodno je nesto vise re¢i o geometriji linearnog programiranja. Graficka
metoda za rjesavanje problema linearnog programiranja prvenstveno se pri-
mjenjuje za probleme sa dvije ili tri promjenljive velic¢ine. Sva razmatranja se
vrse u dvodimenzionalnom odnosno trodimenzionalnom prostoru. Za proble-
me visih dimenzija, oblast se ne moze vizualizirati, pa se stoga ova metoda
ne koristi kod problema vise dimenzionalnosti. Ogranicenja tipa jednakosti
se predstavljaju pravima, odnosno segmentima tih pravih, dok se ogranicenja
tipa nejednakosti predstavljaju poluravnima, odnosno njihovim segmentima u
prvom kvadrantu koordinatnog sistema. Funkcija cilja se predstavlja pravom.
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Kod problema sa tri promjenljive, graficka metoda je moguca, ali je njena
primjena otezana. U tom slucaju se ogranicenja tipa jednakosti predstavljaju
ravnima, dok se ogranicenja tipa nejednakosti predstavljaju odgovarajuéim
trodimenzionalnim poliedrima, odnosno njihovim segmentima u prvom kva-
drantu koordinatnog sistema. Funkcija cilja se predstavlja pomoc¢u ravni.

Prednost graficke metode je u tome Sto se u dvodimenzionalnom prostoru
lako uocavaju svojstva rjesavanja problema linearnog programiranja, a mate-
matickim dokazivanjem se pokazuje da to vazi za prostor bilo kojih dimenzija.

4.3.1 Rjesavanje problema linearnog programiranja pomocu
vrsnih tacaka

Svako od n + m ogranicenja u problemu linearnog programiranja definise
jedan poluprostor u prostoru E”. Poluprostor predstavlja skup tacaka s jed-
ne strane hiperravni (npr. sve tacke koje zadovoljavaju nejednakost). Presjek
svih tih poluprostora ¢ini dozvoljeni skup rjesenja. Ako je ovaj skup zatvoren
i ogranicen, onda se formira konveksni poliedar. Presjek n ogranicenja defi-
nise tacku u E", koja moze biti vréna ili tzv. kvazivrsna tacka. Vrsna tacka
zadovoljava i preostalih m ogranic¢enja, dok kvazivrsna tacka ne zadovoljava
jedno ili vise od tih preostalih ogranicenja.

Rjesavanje problema linearnog programiranja pomoc¢u vrsnih tacaka je
bazirano na teoremi koja glasi [9]:

Teorema 1 Pod pretpostavkom da postoji konacan ekstremum funkcije f(x),
taj ekstremum se dostize u barem jednoj vrsnoj tacki konveksnog skupa Q) €
E™. Ukoliko se ekstremum dostize u vise od jedne vrsne tacke, tada isto vrijeds
i za svaku linearnu konveksnu kombinaciju takvih vrsnih tacaka (granicu skupa
Qe k™)

Na osnovu ove teoreme, pretrazivanje skupa dozvoljenih vrijednosti se mo-
Ze ograniciti na pretrazivanje vrsnih tacaka.
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Zadatak 24.

Nacrtati skup 2 zadan nejednakostima i odrediti maksimum funkcije
cilja: f(x) = bz1 + 2x2, ako je:

(171+£L'2§5,
0< 2 <2
0 <z <A,
3;‘120 (i:1,2)

Q:

metodom pretrazivanja vrsnih tacaka.

Rjesenje zadatka 24:

Prvo ¢e se izvrsiti transformacija ogranicenja iz skupa nelinearnih nejed-
nacina u skup linearnih jednacina:

r1+x9=>5
x1 =0
T =2
o =0
To =4

Svaka jednacina predstavlja odredenu pravu. Kako se razmatraju samo
nenegativne vrijednosti promjenljivih (21, 23), posmatraju se samo segmenti
ovih pravih koje se nalaze u prvom kvadrantu koordinatnog sistema z1Oxs.

Da bi se nacrtali ovi segmenti odreduju se presjecne tacke pravih sa koor-
dinatnim osama.

Prva prava ima svojstva:

Py x4+ 29 =5, iz 9 = 0 slijedi da je 1 = 5, odnosno A; = (5,0), a iz
x1 = 0 slijedi da je zo = 5, odnosno B; = (0, 5).

Druga prava ima svojstva:
Py : x; = 0, presjecna tacka sa apscisnom osom je As = (0,0) i presjecna
tacka sa ordinatnom osom je By = (0, 0).

Treéa prava ima svojstva:
P; : x; = 2, presjecna tacka sa apscisnom osom je As = (2,0) i presjecna
tacka sa ordinatnom osom je Bz = (2, 00).

Cetvrta prava ima svojstva:
Py : zo = 0, presjecna tacka sa apscisnom osom je Ay = (0,0) i presjecna
tacka sa ordinatnom osom je By = (0, 0).
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Peta prava ima svojstva:
Ps : x5 = 4, presjecna tacka sa apscisnom osom je As = (00,4) i presjecna
tacka sa ordinatnom osom je Bs = (0,4).

Na osnovu svega opisanog, nacrtana je oblast kao na slici[£.:3] Ova oblast
je posebno obiljezena (osjencena). Oblast mogucéih rjesenja je jedan konveksan
skup, odnosno konveksni poliedar.

-

A M5 my

M,

Slika 4.3: Oblast pretrazivanja.

Tacke koje se nalaze na pravama zadovoljavaju ogranicenja tipa jednakosti,
a tacke koje se nalaze na odredenim poluravnima, definisanim ovim ravnima,
zadovoljavaju ogranicenja tipa nejednakosti. Poluravan ¢ije tacke zadovoljava-
ju nejednacine obiljezena je usmjerenom strelicom na odgovarajuéoj pravoj.

Buduéi da su 7 > 01 zo > 0, rjeSenja zadovoljavaju uslov pozitivnosti.
Znaci, oblast dozvoljenih rjesenja mora biti u prvom kvadrantu. To je oblast
koja zadovoljava sva ogranic¢enja iz skupa €.
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Koordinate dobivenih vrsnih tacaka ovog poliedra, kao i vrijednost funkcije
cilja su:

M;(0,0) = f(M1) =0
M(0,4) = f(M2) =8
Ms(1,4) = f(Ms3) =13
My(2,3) = f(My) = 16
M5(2,0) = f(Ms) =10

Uvrstavanjem svake tacke u funkciju cilja se vidi da je maksimum funkcije u
tacki My(2,3) i iznosi 16.
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Zadatak 25.

Odrediti nenegativne vrijednosti x; i x5 za koje linearna forma:
f(x) =3z1 + 22
ima minimalnu vrijednost uz ogranicenja:

T1+x9 >3
T > 2
To > 1

—x1+ 12 <2

8x1 + 6x9 < 48

x; >0

Rijesiti problem minimizacije metodom pretrazivanja vrsnih tacaka.

Rjesenje zadatka 25:

Prvo ée se izvrsiti transformacija ogranicenja iz skupa nelinearnih nejed-
nacina u skup linearnih jednacina:

£L'1+.’E2:3

xr1 =2
To =1
—x1 + a2 =2
8x1 + 69 = 48

Svaka jednacina predstavlja odredenu pravu.

Kako se razmatraju samo nenegativne vrijednosti promjenljivih (z1, z2),
posmatraju se samo segmenti ovih pravih koje se nalaze u prvom kvadrantu
koordinatnog sistema z10Ox5. Da bi se nacrtali ovi segmenti, odreduju se pre-
sjecne tacke pravih sa koordinatnim osama. Prva prava ima svojstva:

Pl :x1 + 20 = 3, iz 29 = 0 slijedi da je 1 = 3, odnosno A; = (3,0), a iz
x1 = 0 slijedi da je xo = 3, odnosno B; = (0, 3).

Druga prava P2 : x; = 2, predstavlja vertikalni segment.
Treéa prava P3: xz9 = 1, predstavlja horizontalni segment.

Cetvrta prava ima svojstva:
P4 : —z1+x9 = 2,1z 29 = 0 presjecna tacka sa apscisnom osom je Ay = (—2,0)
i presjetna tacka sa ordinatnom osom je By = (0,2).
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Peta prava ima svojstva:

P5 : 8x1 + 6xo = 48, presjecna tacka sa apscisnom osom je A5 = (6,0) i pre-
sje¢na tacka sa ordinatnom osom je Bs = (0,8). Na osnovu svega opisanog,
nacrtana je oblast kao na slici .4}

Oblast dozvoljenih rjesenja zadovoljava sva ogranicenja iz skupa 2. Oblast
mogucih rjesenja je jedan konveksan skup, odnosno konveksni poliedar. Ko-
ordinate dobivenih vrsnih tacaka ovog poliedra, kao i vrijednost funkcije cilja
su:

My(2,1) = f(My) =7
My(5.25,1) = f(Ms) = 16.75
M;(2.5714,4.571) = f(M;) = 12.713
Ma(2,4) = F(My) = 10

Uvrstavanjem svake vrsne tacke u funkciju cilja, dobija se da je minimum
funkcije u tacki M7(2,1) i iznosi 7. Oblast ogranicenja, kao i tacka optimuma
prikazani su na slici [£.4]

X A

1 4 3 4 5 6 7 8 9
M,

Slika 4.4: Oblast pretrazivanja.
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4.3.2 Rjesavanje problema linearnog programiranja pomocu
funkcije prirasta

Za rjesavanje problema linearnog programiranja pomoc¢u funkcije prirasta
se polazi od linearne forme funkcije cilja, koja predstavlja familiju paralelnih
pravih. Svaka prava predstavlja neku fiksnu vrijednost f(x) = c121 + caza.
Raznim fiksnim vrijednostima odgovaraju razne prave, ali medusobno paralel-
ne, jer je koeficijent pravca (—cy/c) nezavisan od vrijednosti f(x). RjeSenje
problema se sastoji u odredivanju one prave koja sa skupom dozvoljenih rje-
Senja D ima bar jednu zajednicku tacku, a linearna forma postize najveéu
mogucu vrijednost. Da bi se graficki odredilo optimalno rjeSenje, mora se na-
crtati prava koja ¢e predstavljati funkciju cilja.

Cesto se, zbog prakti¢nih razloga crtanja, odnosno zbog teznje da se sve
graficki predstavi u prvom kvadrantu koordinatnog sistema, iz familije pravih
koje predstavljaju funkciju cilja uzima za pocetno razmatranje prava koja
prolazi kroz tacku iz oblasti dozvoljenih rjesenja, kao i zbog toga Sto prava
f(x) mora imati bar jednu zajednic¢ku tacku s oblagéu dozvoljenih rjeSenja D.

Prilikom odredivanja maksimuma funkcije cilja, pravac koji predstavlja
funkciju cilja se pomjera paralelno samom sebi u smjeru povec¢anja vrijednosti
funkcije cilja $to je moguce dalje od koordinatnog pocetka, sve dok bar u jednoj
tacki dodiruje oblast dozvoljenih rjesenja. Tacka koja se nalazi na kraju oblasti
predstavlja trazeni optimum.

Prilikom odredivanja minimuma funkcije cilja, prava f(z) se pomjera pa-
ralelno samoj sebi u smjeru opadanja vrijednosti funkcije cilja, da bude sto
je moguce blize koordinatnom pocetku, sve dok ima bar jednu zajednicku
tacku sa oblaséu dozvoljenih rjeSenja. Tacka koja se nalazi na kraju oblasti
predstavlja trazeni optimum.



102

Zadatak 26.

Nacrtati skup 2 zadan nejednakostima i odrediti maksimum funkcije
cilja: f(x) = bz1 + 2x2, ako je:

(171+£L'2§5,
0< 2 <2
0 <z <A,
3;‘120 (i:1,2)

Q:

metodom prirasta funkcije.

Rjesenje zadatka 26:

Buduéi da je oblast € ista kao u zadatku postupak crtanja oblasti je
prethodno objasnjen. Oblast je prikazana na slici
Linearna forma:

f(x) = by + 29

predstavlja familiju paralelnih pravih. Iz ove familije pravih se uzima prava
koja prolazi kroz koordinatni pocetak (S1(0,0)), tj. prava koja predstavlja
linearnu jednacinu:

f(x) = const.

flx) =5x1 +222=0

iz koje slijedi

2932

n=TT
Data tacka predstavlja prvu tacku kroz koju ée se nacrtati pravac f(z) =
const. Za odredivanje druge tacke se uzima proizvoljno da je x1 = 1, s obzirom

da mora vrijediti da je:

f(1,20) =5+ 229 = const. =0 => x9 = —2.5,

Na takav naéin se dobila i druga tacka S(2,—5). Potom je potrebno nacrtati
dati pravac i pomjeriti ga paralelno do granice oblasti pretrazivanja. Ovaj
proces je ilustriran slikom Prava je obiljezena sa Fy i izvucena linijom
crta-tacka. Kao sto se vidi sa grafickog prikaza oblast pretrazivanja zavrsava sa
tackom M;(2, 3), koja ujedno predstavlja optimum datog problema, odnosno
vazi da je: z* = (2, 3) za koju je maksimalna vrijednost funkcije cilja:

f* = f&*) = max{f(z)} = 5x1* + 222* = 16
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Slika 4.5: Trazenje optimuma metodom prirasta funkcije cilja f(z) = 5xq +
2]32).

Sada ¢e se provjeriti da li ovo rjesenje zadovoljava data ogranicenja, odno-
sno da li ono pripada skupu moguéih rjesenja.

1" =2 >0, zadovoljava
x1" =2 < 2, zadovoljava
o™ =3 >0, zadovoljava
2" = 3 < 4, zadovoljava
1" + 22" =2+ 3 =5 < 5zadovoljava
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Zadatak 27.
Dat je problem linearnog programiranja. Funkcija cilja je: f(x) = 3z, +
2x9, uz ogranicenja:

-] + a2 < 4,
r1 + xo <5,

Q: < x <4,
Ty < 3,
2 >0 (i=1,2)

Potrebno je odrediti maksimum funkcije cilja:

a) metodom pretrazivanja vr$nih tacaka

b) metodom prirasta funkcije

Rjesenje zadatka 27:

Grafickim predstavljanjem pravih u koordinatnom sistemu x;Ox5 koje re-
prezentuju ograni¢enja u vidu jednacina se nalazi oblast moguéih rjesenja D

(slika .

<]
'
x,;=4
M;
L&
4 -3 4 S0
- MZ

Slika 4.6: Trazenje optimuma metodom pretrazivanja vrsnih tacaka za funk-
ciju f(z) = 3x1 + 2x9.
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a)

Metoda pretrazivanja vrsnih tacaka
Koordinate dobivenih vr$nih tacaka ovog poliedra, kao i vrijednost funkcije
cilja su:

M;(0,0) = f(M1) =0
M5(4,0) = f(M3) =12
M;3(4,1) = f(M3) = 14
My(2,3) = f(My) =12
M5(1,3) = f(Ms) =9
Me(0,2) = f(Ms) =4

Uvrstavanjem svake tacke u funkciju cilja se vidi (slika da je maksi-
mum funkcije u tacki M3(4,1) i iznosi 14.

Metoda prirasta funkcije

Za rjesavanje pomoc¢u funkcije cilja se crta familija pravih f(z) = const.
Prvo ée se predstaviti pravac f(x) = const. Za poetnu tacku se uzima
ishodiste koordinatnog sistema S;(0,0), te se racuna:

£(0,0) = 0 = const.

Za odredivanje druge tacke se uzima proizvoljno da je 1 = 1. S obzirom
da mora vrijediti da je:

3
f(17x2)23+2$2=():>x2:_§’

dobija se druga tacka Sa(1,—3).

Opisani proces je ilustriran slikom [£.7] prava je obiljezena sa Fy i izvucena
linijom crta-tacka.
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| \ Fy= 3x]+2xp=const.

\
\
\

Slika 4.7: Trazenje optimuma metodom pretrazivanja vrsnih tacaka za funk-
ciju f(x) = 3x1 + 222.

Kao sto se vidi sa grafickog prikaza (slika oblast pretrazivanja zavrsava
sa tackom M;(4,1), koja ujedno predstavlja optimum datog problema,
odnosno vazi da je: z* = (4, 1) za koju je maksimalna vrijednost funkcije
cilja:

[ = fz*) =maz{f(x)} = 3x1* + 222" = 14
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Zadatak 28.
Rijesiti problem linearnog programiranja sa funkcijom cilja je: f(x) =
3x1 + x2, uz ogranicenja:

20 —x1 — 20 > 0,
—10+ 21 +x2 >0,
10 — 29 > 0,
5<z1 <15

Potrebno je odrediti maksimum funkcije cilja:
a) metodom pretrazivanja vrsnih tacaka

b) metodom prirasta funkcije

Rjesenje zadatka 28:

Prvo ¢e se ogranicenja zapisati u nesto drugacijoj formi:

1 + 22 < 20
r1 + 22 > 10
m2§10
.731§15
1‘125

Grafickim predstavljanjem pravih u koordinatnom sistemu x;Oxy koje re-
prezentuju ogranic¢enja u vidu jednacina nalazimo oblast moguéih rjesenja D

(slika |4.8)).

a) Metoda pretrazivanja vrsnih tacaka
Koordinate dobivenih vrsnih tacaka ovog poliedra, kao i vrijednost funkcije
cilja su:

Uvrstavanjem svake tacke u funkciju cilja se vidi da je maksimum funkcije
u tacki M3(15,5) i iznosi 50.
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b) Metoda prirasta funkcije

Za rjeSavanje pomocu funkcije cilja se crta familija pravih f(z) = const.
Prvo ¢e se predstaviti pravac f(z) = const. Kao pocetnu tacku se uzima
ishodiste koordinatnog sistema 51 (0, 0):

£(0,0) = 0 = const.

Za odredivanje druge tacke se uzima proizvoljno da je x1 = 2, s obzirom
da mora vrijediti da je:

f(laz2):6+2$2:():>172:76’

¢ime se dobila druga tacka S2(2, —6).

251
)z}- = x,=15
| -2
I N 4
W\ x,=10

Z

| X,
* ; ; + + X + 1* ;
>~ 5 0 15 2 25

M1 M2

Slika 4.8: Trazenje optimuma metodom pretrazivanja vrsnih tacaka za funk-
ciju f(x) = 3x1 + z2.

Opisani proces je ilustriran slikom [£.9] prava je obiljezena sa Fy i izvudena
linijom crta-tacka.
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X, #
251
)2} X1=) x;=15

F,=3x]+x)=const.
\ 151

Slika 4.9: Trazenje optimuma metodom pretrazivanja funkcije prirasta za
funkciju f(x) = 3x1 + 2.

Kao sto se vidi sa grafickog prikaza oblast pretrazivanja zavrsava sa tackom
M3(15,5), koja ujedno predstavlja optimum datog problema, odnosno vazi
da je: x* = (15,5) za koju je maksimalna vrijednost funkcije cilja:

1= f(x*) = maz{f(x)} = 3x1* + x2* =50
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4.3.3 Rjesavanje problema linearnog programiranja pomocu
metode rebrenih varijacija

Kod metode rebrenih varijacija, mjesto gdje se trazi vrijednost funkcije u
svim tackama, moze se traziti prirast funkcije u susjednim tackama. Prirast
se trazi dok se ne nade optimum.

Ako se pode od matri¢nog zapisa funkcije cilja: f(z) = CTx, onda je u
svakoj iteraciji (kada se pronade bolje rjesenje) funkcija cilja:

f(zi) = CTa;,0dnosno f(x;41) = CTwiyq. (4.19)
Prirast funkcije cilja u iteraciji moZe se zapisati kao [31]:

Af(@)pisain = F@) = f(a)

_ OTxi+l _ CTxi

— OT (¢! — &) (4.20)
=cTAz|
ri—sgitl
gdje je:
! gttt Az,
i i+1

) x4 ) x Axs
:El = . 71‘7’-"_1 = 2. 7A$ = . (4.21)

x pit! Ar,

Neka trenutna tacka iteracije bude x' = M;. Iz te tacke generisu se sve

moguce susjedne tacke
(M} ME . MY

?

koje se dobiju kretanjem duz svake varijable. Za svaku susjednu tacku racuna
se prirast funkcije cilja:

Af] = f(M)— f(M;) = CT(M] — M;) = CTAM!, j=1,2,... k. (4.22)

Zatim se odabire iduéa tacka z'T! = MZJ ’ koja daje maksimalni (ili mini-
malni, zavisno od problema) prirast:

i = ]\457 gdje je j* = arg max Aff (4.23)
J
Proces se zavrsava kada su svi prirastaji funkcije cilja
Afgg()? j:1’27""kj7

ili jednaki nuli za sve j.
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Zadatak 29.
Ako je zadana sljedeéa funkcija cilja: f(x) = 100z 4+ 20022 + 300z, i

ako je oblast mogucih rjesenja ogranicena sa:

6x1 + 322 + 43 < 240,
1 < 30,
Q< x9 <60,
x3 <40,
z; >0 (1=1,2,3)

Naé¢i maksimum ovako definisanog problema:

a) metodom pretrazivanja vrsnih tacaka

b) metodom rebrenih varijacija

Rjesenje zadatka 29:

Metoda pretrazivanja vrsnih tacaka

Grafickim predstavljanjem pravih u trodimenzionalnom koordinatnom si-
stemu x1, x2, r3 koje reprezentuju ogranicenja u vidu jednacina se nalazi

oblast moguéih rjesenja D (slika [4.10]).

Bududi da je trodimenzionalni prostor, u nastavku ¢e se dataljno objasniti
nacin crtanja ogranicenja.

Prvo ogranicenje u vidu jednac¢ina predstavlja ravan
P1 : 6(E1 + 3.’E2 + 4153 = 240.
o Za xy =x3 =0, slijedi z; = 220 = 40, tj. A; = (40,0,0),

6

o Zaxy =13 =0, slijedi 22 = 2 = 80, tj. By = (0,80,0),

o Zax =19 =0, slijedi z3 = 22 = 60, tj. C1 = (0,0,60).

Vazno je napomenuti da tacke A sa odgovaraju¢im indeksima predstavljaju
presjeke ravni sa koordinatnom osom x1, tacke B sa koordinatnom osom x5
i tacke C' sa koordinatnom osom x3. Pored predstavljene ravni, neophodno
je nacrtati i standardna ograniéenja tj.:

1'1§30

{EQSGO

{E3§40
(L‘iZO
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Slika 4.10: Prikaz trodimenzionalne oblasti pretrazivanja za funkciju f(z) =
100z + 200z + 300x3.

Poliedar dozvoljenih rjesenja je prikazan na slici [£.10]

Koordinate vrsnih tacaka su redom:

1 (Ov 07 0)7
(30,0,15),
(30,0,0),
(30,20,0),
(

(

(

(

==

2

10, 60,0),
0,60,0),
0,60, 15),
Mg (0, 26.66, 40),
My (0,0, 40),
Mi(13.33,0,40)

Ms
M,
Ms
Mg
M-
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Vrijednosti funkcije cilja f(z) = 10021 + 20025 4+ 30023 u vrsnim tackama

S
o

-0+200-0+300-0=0

-30 4200 -0+ 300 - 15 = 7500

30 + 200 - 0 +- 300 - 0 = 3000

-30 4200 - 20 + 300 - 0 = 7000

10 + 200 - 60 + 300 - 0 = 13000
-0+ 200 - 60 + 300 - 0 = 12000
-0+ 200 - 60+ 300 - 15 = 16500

-0 4200 - 26.66 + 300 - 40 = 17332
-0 4200 -0+ 300 - 40 = 12000

0) =100 -13.33 4200 - 0 + 300 - 40 = 13333

S
o

e
o

el
o

]
o

e
o

S O
o O

NN N N N NG N N
— e e e e e e e
)

o

Iz izracunatih vrijednosti funkcije u pojedinim tackama, vidi se da je mak-
simum funkcije u tacki Mg(0,26.66,40) i iznosi 17332.

b) Metoda rebrenih varijacija

1. korak: za pocetnu tacku ¢e se uzeti z° = M; = {0,0,0} = f(M;) =
100-0+200-04300-0 =040+ 0= 0. Moguca su tri smjera kretanja iz
pocetne tacke My, a to su:

I) My = {0,0,0} — M3 = {30,0,0} u ovom slucaju je AM =
{30,0,0}, stoga je Af0 =100 - (30) + 200 - 0 + 300 - 0 = 3000

) M; = {0,0,0} - Mg = {0,60,0} u ovom sluéaju je AMY =
{0,60,0}, stoga je Af9 =100 - (0) + 200 - 60 + 300 - 0 = 12000

I M; = {0,0,0} — My = {0,0,40} u ovom sluéaju je AM? =
{0,0,40}, stoga je Af9 =100 - (0) + 200 - 0 + 300 - 40 = 12000

Iz navedena tri slucaja slijedi da je maksimalni prijelaz ostvaren u slucaju
IT i IIT koji su ravnopravni. Buduéi da su oba prijelaza jednako povoljna, iz-
bor izmedu njih je proizvoljan, ali ¢e se, radi potpunijeg razmatranja metode,
analizirati obje varijante. U prvoj varijanti odaberimo da je za sljedeé¢u tacku
odabrana tacka Moy, stoga je: maz{Af(z°)} = 12000
z0eQ
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Varijanta 1.

2. korak: za sljedeéu pocetnu tacku se uzima 2! = My = {0, 0, 40}. Moguéa
su dva smjera kretanja iz tacke My (ne vradajuéi se nazad), a to su:

I) My = {0,0,40} — Mg = {0,26.66,40} u ovom sludaju je AM{ =
{0,26.66,01, stoga je Af} = 100 -0 + 200 - 26.66 + 300 - (0) = 5332

) My = {0,0,40} — Mo = {13.33,0,40} u ovom sludaju je AMs =
{13.33,0,01, stoga je Af} = 100 - 13.33 + 200 - 0 + 300 - (0) = 1333

Iz navedena dva slucaja slijedi da je maksimalni prijelaz ostvaren u prvom
slucaju odnosno za sljede¢u tacku odabiremo tacku Mg, za ovaj prijelaz je
mar{Af(z')} = 5332

zleqQ
3. korak: za sljedeéu pocetnu tacku se uzima x> = Mg = {0, 26.66,40}.
Moguéa su dva smjera kretanja iz tacke Mg (ne vradajuéi se nazad), a to su:

I) Ms = {0,26.66,40} — Mo = {13.33,0,40} medutim, ova tacka je u
prethodnom koraku imala prirast koji je bio manji nego je to dala tacka
My tako da ovaj prijelaz nije potrebno razmatrati.

) Mg = {0,26.66,40} — M; = {0,60,15} u ovom sludaju je AM3 =
{0,33.34, —25), stoga je Af2 =100 - 0 + 200 - 33.34 + 300 - (—25) = —832

Buduéi da su prirastaji funkcije negativni i da u tre¢em koraku nema
poboljsanja, ocito je da je tacka optimuma:

x* = Mg = {0,26.66,40}
Fr=Y Af=Af=f(M)+Af(°) + Af(2h) =
=0+ 12000 + 5332 = 17332

Kretanje po rebrima dozvoljene oblasti pretrazivanja (M; — Mg — Ms)
je ilustrirano slikom
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Slika 4.11: Trazenje optimuma metodom rebrenih varijacija slijedom M; —
My — Mjg za funkciju f(x) = 100z 4+ 200z + 300z3.

Varijanta II.

2. korak: za sljedeéu podetnu tacku se uzima z* = Mg = {0,60,0}. Moguéa
su dva smjera kretanja iz tacke Mg (ne vradajuéi se nazad), a to su:

I) Mg = {0,60,0} — Mz = {10,60,0} u ovom sludaju je AM} = {10,0,0},
stoga je AfL =100 -10 4 200 - 0+ 300 - (0) = 1000

1) Mg = {0,60,0} — M, = {0,60,15} u ovom slucaju je AMs = {0,0,15},
stoga je Afs =100-0+ 200 -0+ 300 - (15) = 4500

Iz navedena dva slucaja slijedi da je maksimalni prijelaz ostvaren u slu-
c¢aju II odnosno za sljede¢u tacku odabiremo tacku My, za ovaj prijelaz je
maz{Af(z)} = 4500

z1eQ
3. korak: za sljedeéu pocetnu tacku se uzima x? = My = {0, 60, 15}. Mo-

guéa su dva smjera kretanja iz tacke My (ne vracajuéi se nazad), a to su:

I) M;=1{0,60,15} — M5 = {10, 60,0} medutim, ova tacka je u prethodnom
koraku imala prirast koji je bio manji nego je to dala tacka M7 tako da
ovaj prijelaz nije potrebno razmatrati.
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II) M; = {0,60,15} — Mg = {0,26.66,40} u ovom slu¢aju je AM2 =
{0, —33.34,25}, stoga je Af2 =100 -0+ 200 - (—33.34) + 300 - (25) = 832

Iz navedenih dva slucaja slijedi da je maksimalni prijelaz ostvaren sluca-
ju IT odnosno za sljede¢u tacku odabiremo tacku Mg, za ovaj prijelaz je
maz{Af(z?)} = 832

z2€Q

4. korak: za sljedeéu pocetnu tacku se uzima 2° = Mg = {0,26.66,40}.
Moguéa su dva smjera kretanja iz tacke Mg (ne vracajuéi se nazad), a to su:

I) Ms = {0,26.66,40} — M, = {0,0,40} u ovom sludaju je AMS =
{0, —26.66,0}, stoga je Af3 =100-0+ 200 - (—26.66) + 300 - (0) = —5332

) Mg = {0,26.66,40} — Mo = {13.33,0,40} u ovom slucaju je AM; =
{13.33, —26.66, 0}, stoga je Af3 = 100-(13.33) +200- (—26.66)+300- (0) =
—3999

Buduéi da su prirastaji funkcije negativni i da u ¢etvrtom koraku nema
poboljsanja, ocito je da je tacka optimuma:

x* = Mg = {0,26.66,40}
Fr=3"Af = F(My) + Af(z°) + Af(ah) + Af(2?) =
=0+ 12000 + 4500 4+ 832 = 17332

Kretanje po rebrima dozvoljene oblasti pretrazivanja (M; — Mg — M7 —
Ms) je ilustrirano slikom [£.12]
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Slika 4.12: Trazenje optimuma metodom rebrenih varijacija slijedom M; —
Mg — My — Mg za funkciju f(z) = 100z; + 200z2 + 300z3.
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Zadatak 30.

Ako je zadana sljedeéa funkcija cilja: f(x) = 100z 4+ 20022 + 300z, i
ako je oblast mogucih rjesenja ogranicena sa:

201’1 + 20%2 + 40$3 > 80,
Q< 221 +4xs + 5rz < 50,
%20 (Z:17273)

Naé¢i maksimum ovako definisanog problema:
a) metodom pretrazivanja vrsnih tacaka

b) metodom rebrenih varijacija

Rjesenje zadatka 30:

a) Metoda pretrazivanja vrsnih tacaka

Grafickim predstavljanjem pravih u trodimenzionalnom koordinatnom si-
stemu x1, x2,x3 koje reprezentuju ogranicenja u vidu jednacina se nalazi
oblast moguéih rjesenja D (slika [4.13]).

Bududi da je trodimenzionalni prostor, u nastavku ¢e se dataljno objasniti
nacin crtanja ogranicenja.

Prvo ogranic¢enje u vidu jednacina predstavlja ravan
P : 2021 4 2029 + 4023 = 80.

o Zaxy=1x3=0,slijedi 2, = 80 =4, tj. A; = (4,0,0),

20
o Zaxy =1x3 =0, slijedi z3 = 32 =4, tj. B; = (0,4,0),
e Za x; =19 =0, slijedi z3 = 2—8 =2, tj. C1 = (0,0,2).

Drugo ogranicenje izrazeno jednacinom predstavlja ravan
P2 : 2:171 + 5132 +5I3 =50
o Zaxg=1x3=0,slijedi v, = 22 = 25, tj. Ay = (25,0,0),

2

e Zaxy =x3 =0, slijedi z; = 22 =10, tj. B, = (0,10,0),

e Za xy = x5 =0, slijedi z3 = 22 =10, tj. C2 = (0,0,10).

Vazno je napomenuti da tacke A sa odgovaraju¢im indeksima predstavljaju
presjeke ravni sa koordinatnom osom z1, tacke B sa koordinatnom osom
xo 1 tacke C sa koordinatnom osom z3. Poliedar dozvoljenih rjesenja je
prikazan na slici
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Slika 4.13: Trazenje optimuma metodom pretrazivanja vrsnih tacaka za funk-
ciju f(x) =100z; 4+ 20022 + 300x3.

Koordinate vrsnih tacaka su: M;(25,0,0), Ms(0,10,0),M5(0,0,10),
My(4,0,0), Ms(0,4,0), Ms(0,0,2).

Vrijednosti funkcije cilja f(z) = 10021 + 20025 4+ 30023 u vrsnim tackama

su:

f(My) =100 - 25 4200 - 0 + 300 - 0 = 2500
f(My) =100 -0+ 200 - 10 + 300 - 0 = 2000
f(Ms) =100 -0+ 200 - 0 + 300 - 10 = 3000
f(My) =100 -4 4 200 - 0 + 300 - 0 = 400
f(Ms) =100 -0+ 200 - 4 + 300 - 0 = 800
f(Mg) = 100 - 0 + 200 - 0 + 300 - 2 = 600

Vidi se da je maksimum funkcije u tacki M3(0,0,10) i iznosi 3000.
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b) Metoda rebrenih varijacija

1. korak: za pocetnu tacku ce se uzeti 2° = My = {25,0,0} = f(M;) =
100 - 25 4200 - 0 4+ 300 - 0 = 2500 + 0 + 0 = 2500. Moguca su tri smjera
kretanja iz pocetne tacke My, a to su:

I) My = {25,0,0} — M3 = {0,0,10} u ovom slucaju je AMY =
{-25,0,10}, stoga je Af9 =100 - (—25) + 200 - 0+ 300 - 10 = 500

) M; = {25,0,0} — My = {0,10,0} u ovom sluéaju je AMY =

{—25,10,0}, stoga je Af9 =100 - (—25) + 200 - 10 + 300 - 0 = —500

1) M; = {25,0,0} — My = {4,0,0} u ovom slucaju je AMJ =
{—21,0,0}, stoga je Af9 =100 - (—21) + 200 - 0+ 300 - 0 = —2100

Za sva tri slucaja slijedi da je maksimalni prijelaz ostvaren u slucaju I),
stoga je: maz{Af(z")} = 500

z0eQ

2. korak: za sljedeéu podetnu tacku se uzima x! = Mz = {0,0,10}. Moguda
su dva smjera kretanja iz tacke M3 (ne vradajuéi se nazad), a to su:

I) M3 = {0,0,10} — My = {0,10,0} u ovom sludaju je AM]} =
(0,10, —10}, stoga je AfL =100 -0+ 200 - 10 + 300 - (—10) = —1000

) M; = {0,0,10} — Mg = {0,0,2} u ovom slucaju je AM; =
{0,0, -8}, stoga je AfL =100 0+ 200 -0+ 300 - (—8) = —2400

Buduéi da su prirastaji funkcije negativni i da u drugom koraku nema
poboljsanja, ocito je da je tacka optimuma:

z* = Mz = {0,0,10}
fr=> Af = f(M)+ Af(2°) = 2500 + 500 = 3000

Kretanje po rebrima dozvoljene oblasti pretrazivanja je ilustrirano slikom

E14
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Slika 4.14: TraZenje optimuma metodom rebrenih varijacija (M; — M3) za
funkeiju f(x) = 100z1 4+ 200z + 300z3.

Moze se zakljuciti da je za trodimenzionalne probleme graficka metoda
moguca, ali je relativno neefikasna i komplikovana. Mnogo je jednostavnija
primjena nekih drugih metoda, poput simpleksa. Prema tome, graficku meto-
du ne treba primjenjivati kada je broj promjenljivih veéi od dva (n > 2).
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4.4 Primjena simpleksne metode na rjesavanje problema
linearnog programiranja

Kao sto je razmatrano u prethodnim poglavljima, problem LP u opstem
obliku se definise na sljede¢i nacin:

min ili max f(z) =CTx (4.24)
uz ogranicenja:
Ax <b
Q. {7 =2 (4.25)
xX; 2 0

Neka se radi o problemu maksimizacije funkcije dvije promjenljive, odno-
sno, potrebno je naéi:

max f(l') = CTZL' = C’lxl + CQ!EQ (426)

uz ogranicenja:

a1121 + a1px2 < by,

a2121 + a2x2 < ba, (4.27)
a3121 + azzxe < bs, .

1‘120

Da bi se dati problem linearnog programiranja mogao rijesiti, postojeé¢i
sistem nejednacina se uvodenjem slack varijabli prevodi u sljedeéi sistem jed-
nacina:

1121 + 1222 + x3 = by,
a21%1 + A22%2 + x4 = bo, (4.28)
a3171 + azax2 + x5 = bs,

331207

gdje su xs, x4, x5 slack varijable.

Dakle, u novoformiranom sistemu jednacina postoje dvije nepoznate x1, T2
koje su zapravo i nepoznate osnovnog problema linearnog programiranja (ovaj
broj nepoznatih osnovnog problema se pridruzuje varijabli n, dakle u ovom
sluéaju je n = 2).

Pored nepoznatih osnovnog problema u jednac¢inama egzistiraju i tri slack
varijable 3,4, z5 koje predstavljaju broj slack varijabli koje su dodane u
sistem da bi se nejednacdine prevele u jednacine (ovaj broj slack varijabli se
pridruzuje varijabli m, dakle u ovom slucaju je m = 3).

Na ovaj nac¢in broj jednacina prosirenog sistema postaje n + m = 5. Tako
se od pocetne dvije promjenljive prede na pet promjenljivih. Ove promjenljive
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ukljucuju se u funkciju cilja tako da ne utjecu na rjesenje. Ovo se moze rijesiti
tako da funkcija cilja prosirenog sistema postaje:

P=Ciz1+Coxo+0-23+0-24+0-25 (4.29)

Iz prosirene funkcije cilja i sistema jednacina formira se pocetna simpleks
tabela problema linearnog programiranja, pri ¢emu je:

1 C’1

o by Co ail a2 a1z Qa4 a5
r=|z3|, b= |b|, C=|C3|, A= |az1 a2 a3 a2z azs

T4 b3 Cy as; agz a3z 434 A35

Is5 C’5

Na osnovu matrica A, X, bi C formira se pocetna simpleks tabela [4.1] pri
¢emu se u pocetnoj simpleks tabeli polazi od nebaznih varijabli x3, x4, 5.

Tabela 4.1: Pocetna simpleks tabela

C' Cl 02 03 04 05
i | C; 4 Provj. |
b; ar | az | az | as | as
x3 Cs b1 ail ai2 | a13 | G14 | ais 01 01
Ty Cy bo a21 | 22 | G23 | A24 | G25 g2 02
z5 | Cs b3 asz1 | az2 | a3z | ass | ass o3 03
S
J
P(x) R
Jj P

U pocetnoj simpleks tabeli nepoznati elementi se formiraju na sljedeéi
nacin:

P(x)=) Ci-b (4.30)

gdje je ¢ indeks pripadajuceg reda, te:

m—+n
Sj = Z Ciaij (431)
=1
i
m+n
o =b; + Z aij (4.32)
j=1

Na ovaj nacin dobija se potpuno popunjena pocetna simpleks tabela
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Tabela 4.2: Popunjena pocetna simpleks tabela

C; C Co | C5 | Cy | C
T; C; J ! 2 3 ! > Provj. | 6
b; ay | as | az | ay | as
I3 Cg bl aiy ai12 1 0 0 g1 01
T4 04 b2 a1 a2 0 1 0 09 02
Is C5 b3 asiq asz2 0 0 1 o3 93
S; 0 0 0 0 0
P(z) :
C,—S; | ¢y | Ca| 0|00

Moze se vidjeti da se u formiranju pocetne simpleks tabele polazi od neba-
znih varijabli (slack promjenljive x3, x4, x5) koje su u funkciji cilja pomnoZene
sa odgovarajuéim cijenama C; (koje su u ovom slué¢aju jednake nuli). Podetna
vrijednost funkcije cilja je stoga nula (P(z) = 0). Kasnijim formiranjem na-
rednih tabela nebazne varijable se smjenjuju sa baznim, iterativnho dovodeéi
do optimalnog rjesenja.

Sljedeci korak u radu sa simpleks tabelama je posmatranje reda C; — 5; i
u kojem se pronalazi maksimalan pozitivan element (recimo da je to u ovom
sluéaju Cy). Ovaj element je bitan jer on odreduje tzv. vodeéu kolonu. U ovom
slucaju cijela kolona kojoj pripada element Cy postaje vodeca, tabela

Tabela 4.3: Odredivanje vodece kolone simpleks tabele

C; C Cy | C5 | Cy | C
T; C; J ! 2 3 2 > Provj. | 6
b; ay | as | az | ay | as
I3 03 bl aiy ai2 1 0 0 g1 01
T4 C4 b2 a1 as2 0 1 0 g9 02
Is 05 b3 asq as2 0 0 1 o3 93
S 0 0 0 0 0
P(z) :
C,—S; | ¢y | G| 0|00

Sada se moze izvrSiti formiranje vrijednosti elementa kolone 6; (i =
1,2,...,m), kako je prikazano u tabeli [4.4]

)
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Tabela 4.4: Odredivanje vrijednosti 6;

125

C; C C C C C
T; C; J ! 2 3 2 > Provj. 0
b; ay | as | as | as | as
I3 03 bl a1 ai12 1 0 0 g1 bl/a12
x4 | Ca b a1 | aze | O 1 0 o2 ba/az2
zs | Cs bs a1 | as2 | O | O 1 o3 bs/aso
S 0 0 0 0 0
P(x) !
-5, |c |l olo]o

Posmatra se minimalan pozitivan 6; (neka je to u ovom slucaju bio by /a;2,
vrijednosti su prikazane u tabeli . Red u kojem se nalazi taj 6; postaje
vodedi red, a presjek vodeée kolone i vodeteg reda daje vodeéi element (u
ovom slucaju aj2) koji je bitan za formiranje naredne simpleks tabele.

Tabela 4.5: Odredivanje vodeceg reda i vodeteg elementa

C; C C! C; | Cy| C
T; C; J ! 2 3 4 > Provj. 0
b; (751 ao as a4 as
z3 | C3 b1 ann | ap | 1 0|0 o1 bi/ai2
T4 Cy bo azr | az | O 1 0 lop) ba/ago
zs | Cs b3 a1 | az | 0 | O | 1 o3 bs/ass
S 0 0 0 0 0
P(x) !
G-S, |clclo]olo

Indeks vodecée kolone pokazuje koja od baznih varijabli ulazi u razmatranje
(u ovom slucaju je to element kolone as), a indeks vodedeg reda pokazuje
koja od nebaznih varijabli se iskljucuje iz razmatranja (u ovom slucaju je
to promjenljiva x3). Naredna simpleks tabela se formira na sljede¢i nacin: svi
elementi reda u kojem se nalazi vodeci element se dijele sa vrijednoséu vodeceg
elementa (a12), pri ¢emu se dobija prva iteracija nakon pocetne simpleks tabele

(prikazano u tabeli [4.6)).
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Tabela 4.6: Simpleks tabela — prva iteracija

C; Ci |Cy | O3 | Cy | C
xT; C; J ! 2 3 2 > Provj. | 6
b; a; | as | az | a4 | as
@y | Cy | B e 1 | 0|0 | &
T4 0 bg
Is 0 b3
S
P(x) ’
Ci =5
Za ostale redove nacin formiranja novih elemenata al(-?ﬂ) (gdje k+1 pred-

stavlja simpleks tabelu za koju formiramo nove ¢lanove) zavisi od odgovaraju-

¢ih ¢lanova prethodne tabele (al(?), az(-s)) i odgovarajudéeg ¢lana trenutne tabele
af];H) (koji se dobio dijeljenjem pripadajuéeg clana aik») sa vodeéim elemen-
tom). U navedenim formulama ¢ predstavlja indeks vodece kolone (prethodne
tabele), a r indeks vodedeg reda (prethodne tabele). Odnosno, sve receno se

moze zapisati kao:

k+1 k k k+1
az(-j ) — al(j) — agq) . agj ). (4.33)
Kao primjer recenog, pogledati kako se formiraju ¢lanovi drugog i treceg
reda nove simpleks tabele (prikazano u tabeli [4.7]).
Za formiranje ¢lanova drugog reda nove simpleks tabele vidi se da je ele-
ment mnozenja at®

ig = G22, a za Clanove treceg reda element mnoZenja je
(k)
i

= as2-
Prema tome, popunjena simpleks tabela prve iteracije je prikazana u tabeli
a7

Ponovo se izratunavaju P(z), S;, C; — S;. Iz reda C; — S; odreduje se
maksimalan pozitivan element, ¢ime njegova kolona postaje vodeca.

Dalje bi se izvrsilo dijeljenje b; sa pripadajué¢im elementima vodeée kolone,
te bi se dobile vrijednosti ;;j, pa bi se od njih odredio minimalan pozitivan
element (6;). Red u kojem se on nalazi postaje vodeéi, a presjek vodeée kolone
i vodeéeg reda odreduje novi vodeéi element.

Ostatak procedure je analogan i ponavlja se sve do simpleks tabele koja
u koloni C; — S; viSe ne sadrzi niti jedan pozitivan element. Nepostojanje
niti jednog pozitivnog elementa indicira da je dostignuto optimalno rjesenje,
a vrijednost optimuma se ¢ita iz reda za b;.
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Linearno programiranje

Tabela 4.7: Formiranje drugog i treceg reda simpleks tabele — prva iteracija

[ C
S =0
. (@)d
S
Cio (4% [axo)
O.mm@|H O.de|D %.Nm@|o H.de|mmd ﬂ.mmd|ﬁm@ T mm6|m® 0 ST
CIn 2Ip CIip
O.NN§|O O.NN@|H %.NN§|O H.Nw@|mmd 3.@N@|Hmd T ww@|mm~ 0 Vv
(429 2ip (429 (429 z z
To 0 0 - T o T 0 z
) D € D 157 ¥q
‘[ao1g 79 '
O o) 0 ) o) D




128

Zadatak 31.
Data je funkcija cilja
P(z) = 21 + 5o
uz ogranicenja
xr1 + 4I2 S 24
3x1 +x2 <21
1 +29<9

Odrediti maksimum ove funkcije primjenom simpleksnog algoritma.

Rjesenje zadatka 31:

Da bi se ogranicenja svela na tip jednakosti, uvede se tri slack varijable
T3, T4, x5 > 0. Time sistem postaje:
1 +4- 10+ a3 =24,
3 21+ T2+ a4 =21,
T+ a2+ x5 =09.

Dati sistem predstavljen u matri¢noj formi izgleda ovako:

2 1
5 24 14100 T
c=1|0|, b=1|21|, A=1|3 1 0 1 0|, z=|z3
0 9 11 0 0 1 T4
0 Ts5
Prvo se formira pocetna simpleks tabela [1.8]
Tabela 4.8: Pocetna simpleks tabela - zadatak 31.
C; Ci | Cy | Cs | Cy|C
T; C; J ! 2 3 ! > Provj. | 6
bi ap | az | a3 | a4 | as
x3 0 24 1 4 1 0 0 30 6
T4 0 21 3 1 0 1 0 26 21
x5 0 9 1 1 0 0 1 12 9
0 S; 0 0 0 0 0
P(x) -
C; =S5 | 2 5 0 0 0
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Nakon popunjavanja tabele matricama A, b, C' vidi se da je maksimalna
pozitivna vrijednost reda (Cj — Sj)max = 5 i kolona tabele u kojoj se nalazi
ova vrijednost definise vodecu kolonu. Vrijednosti 6; dobijaju se dijeljenjem
elemenata kolone b; i vodeée kolone, te se potom izabere minimalna pozitivna
vrijednost 6, ¢iji red postaje vodeéi. Presjek elemenata vodeéeg reda i kolone
definise vodedi element, ¢ime iz baze izlazi nebazna varijabla x3, a ulazi bazna
varijabla x4, §to formira simpleks tabelu prve iteracije, tabela [£.9]

Tabela 4.9: Simpleks tabela prve iteracije - zadatak 31.

C, C C C Cy | C
€T; Oi J ! 2 3 4 > PI‘OVj. 0
b; a1 as as aq as
To ) 6 0.25 1 0.25 0 0 7.5 24
T4 0 15 27| 0 | 025 | 1 0 18.5 5.45
5 0 3 075 0 | =025 | O 1 4.5 4
30 S 1.25 | 5 1.25 0 0
P(z) :
C;—S; 1075 0 | —125| 0|0

1z tabele se vidi da je maksimalan pozitivan element u koloni C; —§; =
0.75, sto ukazuje na to da u razmatranje ulazi bazna promjenljiva z1. Minima-
lan pozitivan element u redu 6 ukazuje na to da iz razmatranja izlazi nebazna
promjenljiva z;. Iz tabele [1.9se takoder moze uociti da je sada vodeéi element
az1 = 0.75. Takoder, iz datih razmatranja vidi se da je element mnozenja za
elemente prvog reda aj; = 0.25, a za elemente drugog reda ag; = 2.75. Fori-
mira se nova simpleks tabela

Tabela 4.10: Simpleks tabela druge iteracije - zadatak 31.

C, c, | C C! C C

T; C; J ! 2 3 4 5 Provj. | 6
b; al as as Qg as

To 5 0 1 0.33 0 | —0.33

Ty 0 4 0 0 0.67 1 | =3.67

1 2 4 1 0| -033] 0 1.33 6

33 S 2 5 1 0 1
P(z) -
c;i—=S;10 0 -1 0 -1

Buduéi da nema niti jedne pozitivne vrijednosti u redu C;; — S tabele[£.10}
dostignut je optimum. O¢itanjem iz tabele [£.10] se vidi da se nalazi u tacki:
x1 =4, x9 =5, a vrijednost funkcije je P* = P(4,5) = 33.
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Zadatak 32.
Zadan je skup (2 sistemom nejednakosti:
—x1+x9 <1
1+ a2 <4
1 <3
z; >0,

Primjenom simpleksne metode odrediti maksimum funkcije

P(x) = 2x1 + x2.

Rjesenje zadatka 32:

Uvodenjem slack varijabli x3, z4, x5 > 0, sistem jednakosti je:

—r1t+ax9+rx3=1
1 t+arot+axs =14
1+ x5 =3

Dati sistem predstavljen u matri¢noj formi izgleda ovako:

2 T
-1 1 1 0 0 1 1 )
A=|1 1 0 1 0, b=1|4|, C=|0|, x=|=z3
1 00 0 1 3 0 Ty
0 Is
Formira se poéetna simpleks tabela
Tabela 4.11: Pocetna simpleks tabela - zadatak 32.
C; Ci | Cy | C5 | Cy| Cs
T; C; J ! 2 3 2 Provj. 0
bi a1 as as a4 as
x3 0 1 -11] 1 1 0 0 -1
Ty 0 4 1 1 0 1 0 7 4
T 0 3 1 0 0 0 1
0 S 0 0 0 0 0
P(z) -
Ci—=8; 1 2 1 0 0 0

Iz pocetne simpleks tabele [I.11] se vidi da je maksimalan pozitivan ele-
ment u koloni C; — S; = 2, Sto ukazuje na to da u razmatranje ulazi bazna
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promjenljiva z1. Minimalan pozitivan element u redu 6 ukazuje na to da iz
razmatranja izlazi nebazna promjenljiva xs. Iz tabele [I.11] se takoder moze
uociti da je sada vodeéi element az; = 1. Takoder, iz datih razmatranja vidi
se da je element mnozenja za elemente prvog reda a;; = —1, a za elemente
drugog reda ag; = 1. Formira se nova simpleks tabela

Tabela 4.12: Simpleks tabela prve iteracije - zadatak 32.

C, Ci | Cy | C3 | Cy | C
T; C; J ! 2 3 4 > Provj. | 6
b; ai as as aq4 as
T3 0 4 0 1 1 0 1 7 4
Ty 0 1 0 1 0 1 | -1 1
1 2 3 1 0 0 0 1 0
6 S 2 0 0 0 2
P(z) -
¢;—=S8;10 1 0 0 | -2

Posto u redu C; — S; postoji pozitivna vrijednost, optimum nije dostignut,
te se nastavlja postupak. Umjesto promjenljive x4, u razmatranje ulazi zo i
formira se naredna simpleks tabela

Tabela 4.13: Simpleks tabela druge iteracije - zadatak 32.

C; Ci | Cy | C3| Cy | C
T; C; J ! 2 3 2 > Provj. | 6
b; ay | as | as | a4 | as
T3 0 3 0 0 1 | -1 2
To 1 1 0 1 0 -1 2
1 2 3 1 0 0 0 1 5
7 S 2 1 0 1
P(z) :
c;-S;lololol|-1]-1

Bududi da ne postoji niti jedna pozitivna vrijednost u redu C; — S; tabele
optimum je dostignut. O¢itanjem iz tabele slijedi da je optimum u
tacki:

Tr1 = 3, To =— 1,

odnosno:
P*=P(3,1) =T,
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4.4.1 Problem degeneracije vrsne tacke

U odredenim zadacima linearnog programiranja moze se desiti da ogra-
nicenja formiraju vrsne tacke koje su visestruke, odnosno koje predstavljaju
rjeSenje ukrstanja vise granicnih uslova istovremeno. U takvim situacijama
Cesto se javlja da u redu 6 postoje dvije ili vise vrijednosti koje su identic¢ne.
Bududi da su svi ovi odabiri podjednako dozvoljeni, moze se dogoditi da izbor
vodeéeg reda ili vodeteg elementa dovede do rjesenja koje zapravo ne pripa-
da dozvoljenoj oblasti. Kao ilustraciju ovog problema, u nastavku je prikazan
odgovarajuci zadatak.

Zadatak 33.

Rijesiti problem linearnog programiranja ako je funkcija cilja data kao:
max P(x) = 1 + 1.5z9 + 223,
i ako je dozvoljena oblast rjesenja zadata kao:

21+ x2 + 223 <5,
Q< 3x1 + 20 + 423 < 10,

Rjesenje zadatka 33:

Dati sistem nejednacina se prevodi, pomocu slack varijabli, u sistem jed-
nacina:
T1 + xo + 2x3 + x4 =5,
3(E1 + xo + 4(E3 + Ty = 10,

Funkcija cilja sada ima oblik:
P(z) = 21 + 1.525 + 2x3 + 024 + Ox5.

Iz dobivene prosirene funkcije cilja i sistema jednakosti odgovarajuce ma-
trice su:

1 1
i) 1.5
5)
r=|x3], b= s C= 2 y
10
T4 0
_x5_ L O -
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11 2 10
A= .
31 4 01
Formira se pocetna simpleks tabela

Tabela 4.14: Pocetna simpleks tabela - zadatak 33.

C C C Csy | C C
T; C; J ! 2 3 4 > Provj. 0
b; ay | a2 | a3 | a4 | as
T4 0 5 1 1 2 1 0 10 2.5
Ts 0 10 3 1 4 0 1 19 2.5
S 0 0 0 0 0
P(x) :
c,—s; |1 l15l 2[00

U ovom sluc¢aju imaju dvije potpuno identi¢ne vrijednosti u redu 6, od toga
koju od ove dvije vrijednosti se odaberu moze ovisiti rjesenje. Kao ilustraciju,
pogledati oblast prikazanu na slici [£.15]

AX;

54

Slika 4.15: Prikaz oblasti pretrazivanja za f(z) = x1 + 1.5z9 + 223.
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Vidi se da sve vrsne tacke, izuzev tacke M5, nalaze u presjeku tri ravni u
E2, dok je M5 u presjeku cetiri ravni. U daljnjoj analizi razmotrit ée se dva
slucaja, koja ilustriraju razli¢ite moguénosti izbora vodeée kolone i redova u
simpleks algoritmu.

1. Slucaj

Iz pocetne simpleks tabele odaberi se druga kolona kao vodec¢a. U tom
sluéaju se dobije simpleks tabela

Tabela 4.15: Simpleks tabela — prva iteracija (1. sludaj) - zadatak 33.

C; Ci | Cy | C3 | Cy|C
xT; C; J ! 2 3 ! > Provj. 0
b; ar | az | as | as | as
T4 0 5 1 1 2 1 0 10 2.5
Ts5 0 10 3 1 4 0 1 19 2.5
S; 0 0 0 0 0
P(z) :
c;i-S; |1 ]ws|l2]0]o0

Ovakvim odabirom, vodeéi element je as3 = 4. Element mnozenja za ele-
mente prvog reda iznosi a;3 = 2. Nebazna varijabla x5 izlazi iz tabele, a na
njeno mjesto ulazi bazna varijabla xs. Formira se sljedeca simpleks tabela

4. 10}

Tabela 4.16: Simpleks tabela — druga iteracija (1. slucaj) - zadatak 33.

T; C; G a Cz | Cs | Cl s Provj. | 6
bi a1 as as a4 as
Ty 0 0 —0.5| 0.5 0 1 —0.5 0.5 0
Ts5 2 2.5 0.75 | 0.25 | 1 0 0.25 4.75 10
5 S 1.5 0.5 2 0 0.5
P(z) .
C;—=8; | —05 1 0 0 | —-0.5

Vodeéi element za drugu simpleks tabelu [.10] je ass = 0.25. Element
mnozenja za elemente prvog reda je a;o = 0.5. Stoga, iz razmatranja izlazi
nebazna varijabla x5, a na njeno mjesto ulazi bazna varijabla xs.

Formira se sljede¢a simpleks tabela [1.17}
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Tabela 4.17: Simpleks tabela — treca iteracija (1. slu¢aj) - zadatak 33.

C; C Cy | C3 | C C

T; C; J ! 2 3 ! > Provj. | 6
b; ay ay | a3 | as | as

T4 0 ) —2 0 —2 1 -1 -9

To 1.5 10 3 1 4 0 1 19

15 S 4.5 1.5 6 0 1.5
P(z) :
C;—S; | —35] 0] —-4] 0 ]-15

Bududi da u koloni C; — S; tabele ne postoji niti jedan pozitivan
element, dostignut je optimum. O¢itanjem iz simpleks tabele vidi se da
jer

1 =0, z2=10, z3=0, P(z*)=15.

Medutim, ako se pogleda oblast pretrazivanja i tacka optimuma z* (vidjeti
sliku7 vidi se da tacka optimuma ne pripada oblasti pretrazivanja, odno-
sno da je optimalno rjesenje pogresno. Pogresna tacka optimuma je posljedica
degeneracije vrsne tacke i pogresnog odabira iz pocetne simpleks tabele.

U nastavku ¢e se ispitati drugi slucaj.

2. Slucaj

U drugom slucaju kao vodeci se odabire prvi red pocetne simpleks tabele,
Sto vodi formiranju sljedece simpleks tabele .18

Tabela 4.18: Simpleks tabela — prva iteracija (2. slucaj) - zadatak 33.

C; Ci | Cy | Cs | Cy|C
€Z; CI J ! 2 3 4 > PI‘OVj. 0
b; a1 as as a4 as
Ty 0 b) 1 1 2 1 0 10 2.5
Ts 0 10 3 1 4 0 1 19 2.5
S; 0 0 0 0 0
P(z) -
;-S| 115 2]0]o0

Ovakvim odabirom, vodeéi element je a;3 = 2. Element mnozenja za ele-
mente drugog reda je ass = 4. Stoga, iz razmatranja izlazi nebazna varijabla
T4, a na njeno mjesto ulazi bazna varijabla xs.

Formira se sljede¢a simpleks tabela
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Tabela 4.19: Simpleks tabela — druga iteracija (2. slucaj) - zadatak 33.

C; Ci | Oy | C3| Cy | C
T; C; J ! 2 3 ! > Provj. | 6
b; ap | as | a3 | ag | as
T3 2 2.5 0505 1 |05 0 5
Ts5 0 0 1 -1 0 —2 1 -1
S 1 1 2 1 0
P(z) :
c;—S; 1 olos|o|-1]o0

Vodedi element za drugu simpleks tabelu je a5 = 0.5, element mnozZenja za
elemente drugog reda je ass = —1. Stoga, iz razmatranja izlazi bazna varijabla
T3, a na njeno mjesto ulazi bazna varijabla xs.

Formira se sljede¢a simpleks tabela [1.20]

Tabela 4.20: Simpleks tabela — treca iteracija (2. slucaj) - zadatak 33.

T; C; G @ G2 | G Ca G Provj. | 6
b; ay ax | as as | as
T9 1.5 5 1 1 2 1 0 10
s 0 5 2 0 2 —1 1 9
7.5 S 1.5 1.5 3 5 0
P(z) !
;-8 | 05| 0| -1|-15] 0

Buduéi da u koloni Cj — S tabele [£.20] ne postoji niti jedan pozitivan
element, dostignut je optimum. Ocitanjem iz simpleks tabele vidi se da
jer

21=0, =5, x3=0 1 P(z*)=7.5,

odnosno:
P*=P(xz*)=175 z*=(0,5,0).

Tacka optimuma pripada oblasti pretrazivanja.

Napomena: Da je bilo vise ogranicenja i da je visestrukost tacke ve¢a od
dva, tada ovakav pristup nema smisla. Da bi se izbjegle ovakve situacije dege-
neracije vrsne tacke, potrebno je uvesti odredena razmatranja u sistem tako
da se izvrsi razdvajanje vrsnih tacaka na nacin da ne postoji visestrukost.

U nastavku ¢e biti predstavljene dvije varijante koje se koriste za izbjegava-
nje degeneracije vrsne tacke, cime se osigurava ispravan tok simpleks algoritma
i sprjecava nastajanje visestrukih optimalnih rjesenja.
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Varijanta 1.
Da bi se izbjegao slucaj degeneracije vrsne tacke, permutirat ¢e se jedan

od elemenata vektora b (recimo prvi), za neku beskona¢no malo pozitivnu
veli¢inu (¢ > 0), tako da ¢e sada prvi element zapravo biti 5 — e. Ako se to
predstavi na crtezu, vidi se da ¢e se time vrsna tacka M5 razdijeliti na dvije
beskonac¢no bliske vrsne tacke My 1 Mss.

Ax,

5}

MSI

Slika 4.16: Prikaz oblasti pretrazivanja za f(z) = x1 + 1.5z9 + 2x3 sa raz-
dvojenim tackama Ms; i M5 .

Time se pocetna simpleks tabela modificira na oblik tabele [1.21]

Tabela 4.21: Pocetna simpleks tabela (Varijanta I) - zadatak 33.

oF Chr | Cy | C5| Cy | C
T; C; J ! 2 3 4 > Provj. 0
bi ap a9 as ay as
T4 0 5—¢ 1 1 2 1 0 | 10—€¢ | 25—-05-¢
T5 0 10 3 4 0 1 19 2.5
0 S; 0 0 0 0 0
P(z) -
C;—8; | 1|15 21]0]0
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Iz prve simpleks tabele [£.21] se zaklju¢uje da je vodeéi element a3 = 2.
Element mnozenja za elemente drugog reda je ass = 4. Takoder se vidi da iz
razmatranja izlazi nebazna varijabla x4, a da ulazi bazna varijabla xs.

Formira se sljede¢a simpleks tabela

Tabela 4.22: Simpleks tabela — prva iteracija (Varijanta I) - zadatak 33.

C; C, | Cy | Cy | Cy| C
xT; C; J ! 2 3 ! > Provj. 0
b; ap | as | a3 | ag | as
z3 2 5= 105[05| 1|05/ 0 10— 5—¢
5 0 2-¢ 1 -1 0| -2 1| —-14+2-¢| —-2-¢
5— S; 1| 1]211]0
P@) | ° T
C;—S;| 0050 |-1]0

Iz druge simpleks tabele [£:22] se zakljucuje da je vode¢i element a2 = 0.5.
Element mnozenja za elemente drugog reda je ass = —1. Iz razmatranja izlazi
bazna varijabla z3, a na njeno mjesto ulazi bazna varijabla zo. Formira se

sljedeca tabela [£.23]

Tabela 4.23: Simpleks tabela — druga iteracija (Varijanta I) - zadatak 33.

C; C C C C C
T; C; J ! 2 3 4 > Provj. | 6

bi a1 as as a4 as

To 1.5 5—¢ 1 1 2 1 0 | 10—¢

s 0 5+¢ 2 0 2 -1 1 9+¢
7.5—1.5- S 1.5 1.5 3 1.5 0

P(2) i —

C;—=8;|—-05] 0 -1 -151] 0

Buduéi da u koloni Cj — S tabele [£.23] ne postoji niti jedan pozitivan
element, dostignut je optimum. Neka se dopusti da je ¢ — 0 i o¢itanjem iz
simpleks tabele rjeSenje problema je:

x1=0, ®=5 xz3=0, i Pa*)="7.5

odnosno:
z* =(0,5,0), P*=725.
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Varijanta II.

Bez gubitka opcéenitosti moze se permutirati jedan od elemenata vektora
b (prvi), za neku beskona¢no malu pozitivnu veli¢inu (¢ > 0), u pozitivou
stranu, tako da sada ovaj element zapravo bude 5+ &. Ovime se takoder vrsna
tacka Mj dijeli na dvije beskonac¢no bliske vrsne tacke Msz; i Mso.

Time se pocetna simpleks tabela modificira na oblik tabele [1.26]

Tabela 4.24: Pocetna simpleks tabela (Varijanta II) - zadatak 33.

C; C C. Cs | Cy | C
T; C; J ! 2 3 4 > Provj. 0

b; ar | az | a3 | as | as
T4 0 5+4c¢ 1 1 2 1 0 10+ | 254+0.5-¢
T5 0 10 3 1 4 0 1 19 2.5

S 0 0 0 0 0

P(z) :
oG-S, | 115l 2]0]0

Iz prve simpleks tabele [£:26] se zakljuc¢uje da je vodeéi element ass = 4, a
element mnozenja za elemente prvog reda je a;3 = 2. Takoder se vidi da iz
razmatranja izlazi nebazna varijabla x5, a da ulazi bazna varijabla xs.

Formira se sljede¢a simpleks tabela

Tabela 4.25: Simpleks tabela — prva iteracija (Varijanta IT) - zadatak 33.

C; C C Cs; | C C
z; C; J ! 2 3 ! > Provj. 0
b; ay as | a3z | a4 as
Ty 0 € —-0.5 | 0.5 0 1 | —05|05+¢|2-¢
T3 2 2.5 0.75 | 0.25 1 0 0.25 4.75 10
5 S 1.5 0.5 2 0 0.5
P(z) s
Cc;—8; | —0.5 1 0 0 | —0.5

Iz druge simpleks tabele [£:25] zakljucuje se da je vode¢i element a2 = 0.5,
a element mnozenja za elemente drugog reda je ase = 0.25. Iz razmatranja
izlazi nebazna varijabla x4, a na njeno mjesto ulazi bazna varijabla xs.

Formira se sljedec¢a simpleks tabela
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Tabela 4.26: Simpleks tabela — druga iteracija (Varijanta II) - zadatak 33.

Cj Cl C2 CS C4 C5
z; C; Provj. 0
bi ay | as | as aq as
T9 1.5 2-e —-1] 1 0 2 -1 1+2-¢ —2-¢
T3 2 25—-05-¢| 1 0|1 [—-05| 05 |45—-05-€|5—-0.25-¢
5+2.2| S 05(15| 2| 2 |-05
P(z)
Cj — S] 05] 0 0 —2 0.5

U trecoj simpleks tabeli [£.26] primjecuje se postojanje dva ista elementa
u koloni C; — S; = 0.5. Medutim, odabirom bilo kojeg se ne pravi greska,
odnosno dobit ¢e se optimalno rjesenje. Za ovaj sluc¢aj npr. odredi se peti red.

Ovakvim odabirom vodeéi element je as; = 0.5, a element mnoZenja za
elemente prvog reda je a5 = —1. Iz razmatranja izlazi nebazna varijabla zs,
a na njeno mjesto ulazi nebazna varijabla xs.

Formira se sljede¢a simpleks tabela [1.27]

Tabela 4.27: Simpleks tabela — treéa iteracija (Varijanta II) - zadatak 33.

C, C C. C C C
T; C; J ! 2 5 ! > Provj. | 6

b; ay as | as as | as

To 1.5 5+4¢ 1 1 2 1 0 | 10+e¢

T5 0 5—¢ 2 0 2 -1 1 9—¢
7.5 S 1.5 | 15| 3 1.5 0

P(z)

¢;—-S;|-05| 0 |-1|-15]|0

Bududi da u koloni C; — S; tabele ne postoji niti jedan pozitivan
element, dostignut je optimum.
Neka ¢ — 0, rjeSenje iz simpleks tabele [£:27] je:

m1:0,

odnosno:

x* =(0,5,0),

.’1?2:5,

1‘320,

i P(0,5,0)="17.5,

P*(0,5,0) = 7.5.
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4.4.2 Drugi tipovi degeneracije vrsne tacke i metoda velikog
M

Prilikom rjesavanja problema linearnog programiranja mogu se javiti odre-
dene nepravilnosti u pocetnoj vrsnoj tacki, koje zahtijevaju posebnu obradu.
Ove situacije se javljaju najcesce u dva slucaja:

1. Ukoliko se desi da bilo koja komponenta vektora b ima vrijednost jednaku
nuli, tada se radi o degeneraciji pocetne vrsne tacke. U ovakvom slucaju
sve komponente vektora b se mijenjaju sa:

k-e, k=1,2,..., €>0,e—=0ik-ex1, (4.34)

¢ime se izbjegava viSestrukost vrsne tacke i osigurava pravilno izvodenje
simpleks algoritma.

2. Ukoliko se desi da je neka od komponenti vektora b < 0, i ako se prilikom
prevodenja sistema nejednakosti u sistem jednacina pojavi varijabla X
(slack) sa negativnim predznakom, odmah joj se dodaje jedna vjestacka
varijabla X sa pozitivnim predznakom. U ovakvom slucaju se dobije i nova
funkcija cilja:

Pl(x)=P(x) =Y M-y, (4.35)
k

gdje je k broj nebaznih varijabli sa negativnim predznakom, pri ¢emu
M — +o0, ¢ime se osigurava da vjestacke varijable ne ulaze u konac¢no
optimalno rjesenje.

Ove dvije situacije predstavljaju kljuéne postupke u pripremi sistema za
pravilno izvodenje simpleks metode. U nastavku ¢e biti prikazan zadatak ko-
ji ilustruje primjenu ovih principa, pokazujuéi kako se degeneracija pocetne
vrsne tacke i negativne komponente vektora b mogu rijesiti u praksi.
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Zadatak 34.

Neka je zadat problem linearnog programiranja:

max P(x) = 2x1 + 2z + 223
pri ¢emu je oblast pretrazivanja ogranicena sa:
—2x1 + 229 + 223 >0
T, — 229 + 523 <0
Ty + 229 + 423 <5
z; >0

Zadatak rijesiti primjenom simpleks metode.

Rjesenje zadatka 34:

Buduéi da za rjesavanje zadatka primjenom simpleksnog algoritma sva
ograni¢enja moraju imati oblik jednakosti, izvrsit ¢e se prevodenje iz nejed-
nacina u jednacine dodavanjem slack varijabli. Takoder, buduéi da se u ovom
sluéaju radi i o poletnoj degeneraciji vrine tacke (prva dva ogranifenja su
nule: by = 0 i by = 0), komponente by i by se zamjenjuju sa ¢ i 2¢ kako bi se
izbjegla degeneracija.

U tom slucéaju se dobije:

—2x1 4+ 210+ 22x3 — x4+ 5 =€
Ty —2T9 +5r3+x16=2"-¢
1+ 2x9 +4x3 + 27 =5
z; >0

Funkcija cilja u ovom slu¢aju postaje:

max P(z) =x1+ 2o+ 23+0-24 — M- -25+0-26+0-27

U ovom slucaju imamo tri bazne varijable: x1, xs, x3, tri nebazne varijable:
T4, g, x7 1 jednu vjestacku varijablu: 5.

Shodno novoformiranoj funkciji cilja i jednacinama, odgovaraju¢e matrice
su:
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Ty 9
T2 9
L3 € 2

x = |T4| | b= 1|2-¢f, cC=|0 |,
T5 5) -M
Tg 0
x7 L0

-2 2 2 -1 1
A=[1 -2 5 0
12 4 0
Formira se pocetna simpleks tabela

0 0
01 0
0 01

Tabela 4.28: Pocetna simpleks tabela — zadatak 34.

C; C C C C C C C
T C; / ! ? i ! > 6 r Provj. |6

b,‘ ay az as Q4 as Qg ar
5 -M e -2 |2 2 -1 |1 0 0 24+¢  |05¢
Tg 0 2 1 —2 5 0 0 1 0 542 |—¢
X7 0 5 1 2 4 0 0 0 1 13 2.5

—Me |S; 2M —2M |-2M |M -M |0 0

P(z)

¢ —2 —2 +2 +|-M |o 0 0

S, leM |2M |2M

Iz prve simpleks tabele zakljuCuje se da je vodeéi element ai5 = 2.
Element mnozenja za elemente drugog reda je ase = —2, dok je element
mnozenja za elemente treéeg reda age = 2. Takoder se vidi da iz razmatranja
izlazi nebazna varijabla x5, a da ulazi bazna varijabla zs.

Formira se sljedeé¢a simpleks tabela
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Tabela 4.29: Simpleks tabela prve iteracije - zadatak 34.

C; |C1|C2|Cs| C C Cs|C
z; |C; J i el ] B > il Provj. 0

bi ay |ag|asg| aq as Qg | A7
zo |2 05-¢ |=1|1|1]|-05] 0.5 0(0(14+05-¢] —-05-¢
z¢ |0 3-¢ |—-1|0| 7| —1 1 110|743-¢ -3¢
z7 |0 5—¢ | 3|0|2] 1 =1 01| 11—¢ |1.6-0.33-¢

S —2/2|2| -1 1 0|0
P)| "

C;i—S;|4]10/0]| 1 |[-M~—1/0]|0

Iz druge simpleks [1.29] zakljucuje se da je vodec¢i element a3; = 3. Element
mnozenja za elemente prvog reda je a;; = —1, dok je element mnozenja za
elemente drugog reda as; = —1. Takoder se vidi da iz razmatranja izlazi ne-
bazna x7 varijabla, a da ulazi bazna varijabla x;. Formira se sljedeca simpleks

tabela [£.301

Tabela 4.30: Simpleks tabela druge iteracije - zadatak 34.

o & Cy | C3 | Cy | Cs Cs Cr )
zi | C; Provj.| 6
bi ay a9 as Qa4 asg ag ar
104 5 | 1] 1 1 28+
Z2 2 6 0 1 3 6 6 0 3 6
5+8e 23 | 2| 2 1| 3248
L6 0 3 0 0 3 3 3 1 3 3
5—e¢ 2 1 1 4 11—«
1 s | L 0| 5 |35 |—-3| 0] 3|5
20 , | 1| 1 10
P(x) 3 S] 2 2 3 3 3 0 3
Ci=l o | o |28l |™M7 ¢ |_w
S; 3 3 % 3

Buduéi da u koloni C; — S; tabele ne postoji niti jedan pozitivan
element, dostignut je optimum. Neka je £ — 0 rjeSenja iz simpleks tabele [£.30]

su:

xr1 =

a vrijednost funkcije cilja je:

wlo

, T2 =

wlot

)

1’3:0,
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Zadatak 35.

Neka je zadat problem linearnog programiranja:
max P(z) = 90z + 852 + 90z3
pri ¢emu je oblast pretrazivanja ogranicena sa:

T + 2 + 3 < 600
O: 1 +x0—232>10

Zadatak rijesiti primjenom simpleks metode.

Rjesenje zadatka 35:

Buduéi da za rjesavanje zadatka primjenom simpleksnog algoritma sva
ogranicenja moraju imati oblik jednakosti, prvo je potrebno izvrsiti prevodenje
iz nejednacina u jednacine dodavanjem slack varijabli. Prevodenjem se dobije:

T + T2 + x3 + 24 = 600
1+ To —x3 — 5+ g = 10
xz; >0
Funkcija cilja u ovom slucaju postaje:
P(z) =90z + 8522 + 9023 +0 24+ 025 — M - 26 — max

U ovom slucaju su tri bazne varijable (1,22, x3), dvije nebazne varijable
(z4,25) 1 jedna vjestacka varijabla (zg).

Shodno novoformiranoj funkciji cilja i jednac¢inama, odgovarajuée matrice
su:

600 11 1 1 0 0
C=1[9 8 9 0 0 -M], b= . A=
10 11 -1 0 -1 1

Formira se po¢etna simpleks tabela[.31] Iz prve simpleks tabele zakljucuje
se da je vodeéi element as; = 1, te da je element mnozenja za elemente prvog
reda a;; = 1. Iz razmatranja izlazi nebazna varijabla xg, a na njeno mjesto
ulazi bazna varijabla .
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Tabela 4.31: Pocetna simpleks tabela - zadatak 35.

C; C C C Cy | Cs | C
x; C; / ! 2 s : > 6 Provj. 0
b; a1 a2 as as | as | ae
T4 0 600 1 1 1 1 0 0 604 600
Te -M 10 1 1 -1 0 -1 1 11 10
—10M S; -M -M M 0| M |-M
P(z)
C;—S; | 90+M [ 8+M [90-M | 0 |-M | O

Formira se sljedec¢a simpleks tabela

Tabela 4.32: Simpleks tabela prve iteracije - zadatak 35.

C; C, | C C Cy | C C
T; C; J ! 2 3 ! 5 6 Provj. 0
b; ay | a2 | a3 | a4 | as ae
Ty 0 590 0 0 2 1 -1 593 295
1 90 10 1 1 -1 -1 1 11 -10

P(x)

1

0
9 | S, 90 | 90 | -90 | 0 |-90 | 90
C;—S;| 0 [ -5[180| 0 | 90 | -M-90

Iz druge simpleks tabele [£.32] se zakljuCuje da je vodeéi element a3 = 2,
te da je element mnozenja za elemente drugog reda as3 = —1. Iz razmatranja
izlazi nebazna varijabla x4, a na njeno mjesto ulazi bazna varijabla z3. Formira

se sljedeca simpleks tabela [4.33]

Tabela 4.33: Simpleks tabela druge iteracije - zadatak 35.

C; Ci | Ce | C5 | C C C
T; C; J ! 2 3 ! > 6 Provj. | 6
bi ay as as aq as Qg
T3 90 295 0 0 1 105] 05 |-05] 296.5
1 90 305 1 1 0 |05 1]-051] 05 | 3075
54000 S; 90 | 90 | 90 | 90 0 0
P(x) :
C;—S; | 0 |-5]0]-9]| 0 |-M

Budud¢i da u koloni C; — §; tabele ne postoji niti jedan pozitivan
element, dostignut je optimum. O¢itavanjem iz simpleks tabele [4:33] rjeSenje
problema je: 1 = 305, zp =0, a3 =295 P(z)= 54000. U vektorskom
obliku:

(27,23, 2%) = (305,0,295), P(z*) = 54000
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4.4.3 Skaliranje problema linearnog programiranja

Ukoliko su elementi svih matrica problema istog reda velicine, kaze se da
je problem dobro skaliran. U suprotnom, moze doéi do greske zaokruzivanja,
naroc¢ito pri ruénom rjesavanju problema. Da bi se takve greske izbjegle, pro-
vodi se postupak skaliranja problema, koji se najlaksSe realizuje u tabli¢noj

formi [4.34]

Tabela 4.34: Skaliranje problema linearnog programiranja

P c1 Co N Cmin a;/Bi
b aii ai2 s a1, m+n
bo asi a2 ce a2 m+n
bm am1 am?2 ce Am,m+n

Prvo se mnozenjem elemenata svakog reda koeficijentima [ ujednacCavaju
elementi po kolonama, kako je prikazano u tabeli

Tabela 4.35: Ujednacavanje elemenata po kolonama

BpP Bpcr Bpca e BPCmtn a;/Bi

31b1 516111 Bia12 ce 51a1,m+n B1

Baba B2a21 Baao2 e B2G2 m+n B2
ﬂernbm ﬂernaml ﬂernamZ e 5m+nam,m+n 5m+n

Vrijednosti M i e se ne skaliraju. Nakon toga se mnozenjem elemenata
svake kolone koeficijentima «; ujednacavaju elementi po redovima, kako je
prikazano u tabeli [£.36]

Napomena: U tablicama su indeksi ; pridruzeni redovima (i = 1,...,m),
a indeksi a; pridruzeni kolonama (j =1,...,m +n).

Skalirani problem se rjeSava na standardni nacin, a stvarna rjeSenja se
dobijaju u skladu sa izrazima:

p = Dokt (4.36)
pfp

T =z %

i jskal Bp

(4.37)
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Tabela 4.36: Ujednacavanje elemenata po redovima

ap a Qs e Qmtn o/ B
apfpP a18pci asfipco e OmtnBPCmin Bp
apfBiby afrai asfra12 e QmanB101,m+4n B1
apfBabs aq faasny Qo faa02 e Qtn 8202 m4n B2

aPﬁmbm aleaml a25mam2 e aeranam,ern ﬂm
Zadatak 36.

Dat je problem linearnog programiranja sa funkcijom cilja:
P(z) = 221 + 3x2 + 23
uz ogranicCenja:
1 + x9 + 223 < 200
3x1 4+ 229 + x3 < 500
1 + 229 + 223 < 300,
z; > 0.

Odrediti maksimum funkcije P(z), skalirati problem i rijesiti ga sim-
pleks metodom.

Rjesenje zadatka 36:

Uvodenjem tri slack varijable x4, x5, xg, gdje su x4 > 0, x5 > 0, x5 > 0,
dobiju se ogranic¢enja oblika:

xr1 + o + 2!173 + x4 = 200,
3x1 + 229 + x3 + x5 = 500,
T1 + 229 + 223 + x4 = 300,

z; >0, i=1,...,6.

Skalirat ¢e se dobiveni sistem ogranicenja u tabli¢noj formi [£:37]
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Tabela 4.37: Skaliranje problema linearnog programiranja - zadatak 36

Q;
Bi
— 213 1110]0]|O0 1
200 1|12 1]0]O0 1
500 | 3 |2 |1 [0O0]| 1|0 1
300 |1 (22001 1

Izborom f; = 1 skaliranje redova prakticki daje istu tabelu (vrijednosti u
redovima su pribliZzno istog reda veli¢ine, pogledati tabelu 4.38)), pri ¢emu se
bira skaliranje po kolonama, tj. ;.

Tabela 4.38: Ujednacavanje elemenata po redovima - zadatak 36

Q;
w211 |t]1|1]1
Bi
- 21 3[1]0]o0]o0 1
200 |1 |1]2|1]0]o0 1
500 [ 3]2]1]0|1]o0 1
300 |1 ]2]2]o0o]o0]1 1

Prema tome, skaliranjem elemenata po kolonama se dobije tabela [4.39)).

Tabela 4.39: Ujednacavanje elemenata po kolonama - zadatak 36

102 1|1 ]1]1]1]1 i
Bi
— {231 ]olo]o 1
2 |1 l1]2]1]l0]o0 1
5 |3]2|1lo]1]o0 1
3 |1l2]2lo0]o0]1 1

Vrijednosti su skalirane, jer su istog reda veli¢ine. Vrijednosti a, =
1072, B, = 1 su posebno naznacene u prethodnoj tabeli (ove vrijed-
nosti ¢e trebati pri prijelazu na rjesenje primarnog problema).

U nastavku formira se pocetna simpleks tabela [£.40] na osnovu skaliranih
vrijednosti.
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Tabela 4.40: Pocetna simpleks tabela - zadatak 36.

C 2 3 1 0]01]O
T; C; J Provj. 0
b; aip | az | az | a4 | as | Gg
T4 0 2 1 1 2 1 0] O 7 2
T5 0 5 3] 2 1 0 1 0 12 2.5
Tg 0 3 1 2121010 1 9 1.5
0 S O]l 0]O0O]O]O0O]O
P(z) :
C;—8; | 2 3 1 0]01]O

Iz prve simpleks tabele se vidi da je maksimalan pozitivan element u
redu C; — S; koji ukazuje na to da u razmatranje ulazi bazna promenjiva 2, a
minimalan pozitivan u koloni € ukazuje na to da iz razmatranja izlazi nebazna
promenjiva xg. Takoder, iz datih razmatranja moze se videti da vodeéi element
postaje aszs = 2, element mnozenja za elemente prvog reda ai2 = 1, dok je za

elemente drugog reda ass = 2.
Formira se sljede¢a simpleks tabela

Tabela 4.41: Simpleks tabela prve iteracije - zadatak 36.

C; 2 3 1 0 0 0
T; C; J Provj. | 6
b; ai | az | a3 | asg | as ag
Ty 0 0.5 05| 0 1 1 0 | -0.5 2.5 1
5 0 2 2 0|-1]0 1 -1 3 1
Ta 3 1.5 05| 1 0 0| 05 4.5 3
4.5 S 1.5 | 3 310 0| 1.5
P(z) -
C;—=8; 1050 |-2(0 0 |-1.5

Vidi se da se ne moze izabrati neko 6, jer se u ovom slucaju radi o degene-
raciji vrsne tacke (degenerisan dozvoljeni skup vrijednosti rjesenja). Promije-
nit ¢e se jedan od elemenata vektora b; za neko pozitivno i dovoljno malo &
(0 < e < 1). U ovom zadatku proizvoljno je izabran prvi red. Prema tome,
simpleks tabela ¢e izgledati kao u [£:42]

Iz tabele u [£:42] se vidi da u razmatranje ulazi bazna promjenljiva z1, a
iz razmatranja izlazi nebazna promjenljiva x4. Vodeéi element postaje a1 =
0.5, element mnozenja za elemente drugog reda je as; = 2, dok je element
mnozenja za elemente treceg reda a3 = 0.5.
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Tabela 4.42: Simpleks tabela prve iteracije (degeneracija)- zadatak 36.

C; 2 | 3 1 010 0
T; C; J Provj. 0
b; a1 | a2 | az | a4 | as | ag
Ty 0 05—¢ | 05| 0 1 1 0 | -0.5 2.5 1-—2¢
Ty 0 2 210 |-1]0 1 -1 3 1
To 3 1.5 05| 1 0] 01| 05 4.5 3
4.5 S 151313 ]0] 0] 15
P(z) :
C;—8;105]0|-2|01|0]-15

Formira se nova simpleks tabela

Tabela 4.43: Simpleks tabela druge iteracije - zadatak 36.

C; 2 3 1 0 0 0
T; C; J Provj. 0
bi al as as a4 as ag
1 2 1—2¢ 1 0 2 2 0| -1 5—2e
T5 0 4e 0 0|-5|-41|1 1 | —7+4e
To 3 1+¢ 0 1 -1 0 1 24¢
5— S 2 3 1 0 1
P) |77 2
c;—=5;10 0|-3|-1]0]-1

Buduéi da u koloni Cj — S tabele [£.43] ne postoji niti jedan pozitivan
element, dostignut je optimum. O¢itanjem iz simpleks tabele [£.43] vidi se da
je:

.’1?1:1, $2:1, .’1,‘3:0

i da je funkcija cilja.
P(z*) = P(1,1,0) = 5.

Ovo predstavlja rjesenje skaliranog problema. Prijelaz iz skaliranog u pri-

marni problem proizilazi iz jednacina (4.36)) i (4.37).

Slijedi da je tacka optimuma primarnog problema opisana koordinatama:

T = 100, Ty = 100, T3 = 0.

Vrijednost funkcije u toj tacki je:

P(z*) = P(100,100,0) = 500.
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4.5 Primjena dualne simpleksne metode na rjesavanje
problema linearnog programiranja

Ranije je definisan problem linearnog programiranja kao:
fla)=C"u

uz ogranicenja oblika

Az

VA
=

x>0,

Ovaj problem linearnog programiranja ima svoj dualni problem koji se
moze definisati kao:
min W(A) = b5\ (4.38)

AT . A>C

N >0 (4.39)
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Pravila za formiranje dualnog problema

1. Ako primarni problem rjesava problem maksimizacije funkcije cilja, njegov
dual rjesava problem minimizacije odgovarajuée dualne funkcije cilja.

2. Koeficijenti funkcije cilja (CT) primarnog problema linearnog programi-
ranja postaju slobodni ¢lanovi u balansnim uslovima dualnog problema
linearnog programiranja.

3. Slobodni ¢lanovi iz balansnih uslova primarnog problema postaju koefici-
jenti funkcije cilja dualnog problema.

4. Matrica ograni¢enja (A7) dualnog problema je transponovana matrica A
primarnog problema.

5. Nejednakosti balansnih uslova dualnog problema su suprotnog znaka u
odnosu na primarni problem.

6. Broj promjenljivih dualnog problema jednak je broju ograni¢enja primar-
nog problema, a broj ogranicenja dualnog problema je jednak broju pro-
mjenljivih primarnog problema.

7. Ako je neka promjenljiva primarnog problema slobodna po znaku, tada je
njoj odgovarajuée ogranicenje duala predstavljeno jednakoséu.

8. Ako je neko ogranic¢enje primarnog problema predstavljeno jednakoséu,
njemu odgovarajuéa promjenljiva duala je slobodna po znaku.

9. Uvijek vazi nejednakost b7 - X\ > CT -z, a u tackama optimuma je ono
grani¢no zadovoljeno.

Odredivanje rjesenja primarnog problema iz dualnog problema:

1. Pomnoziti sa (—1) sve vrijednosti simpleksnih razlika u kolonama slack
varijabli kako bi se dobile vrijednosti strukturnih varijabli (one koje nisu
slack niti vjestacke) primarnog problema.

2. Pomnoziti sa (—1) sve vrijednosti simpleksnih razlika u kolonama struktur-
nih varijabli duala kako bi se dobile vrijednosti slack varijabli primarnog
problema.
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Zadatak 37.

Neka je zadat problem linearnog programiranja:

max P(z) = 2z, + x2 — 323
pri ¢emu je oblast pretrazivanja ogranicena sa:
5x1 + 222 + 4x3 < 20
T+ o+ 223 <8
Q: <4z + 3z + 613 > 5,

x1+x9+2x3=206

1,72 > 0.

Zadatak rijesiti primjenom tabli¢nog dualnog simpleksne metode.

Rjesenje zadatka 37:

Zbog potrebe za rjesavanjem zadatka upotrebom dualnog simpleksnog ta-
bli¢nog algoritma potrebno je odrediti broj promjenljivih dualnog problema
kao i broj ogranicenja:

o Ocdito je da pocetni problem posjeduje tri promjenljive (z1, 2z i 23), stoga
¢e dualni problem imati tri ogranicenja.

e Primarni problem posjeduje Cetiri ogranicenja, pa ¢e dualni problem imati
Cetiri promjenljive (A1, A, Az, Ag).

o Kako je z3 slobodna po znaku, to ¢e tre¢e ogranicenje dualnog problema
biti tipa jednakosti.

« Cetvrto ograni¢enje primarnog problema je jednakost, pa ée zbog toga
¢etvrta promjenljiva (A4) dualnog problema biti slobodna po znaku.

Da bi se odredile matrice A, b, C' pocetnog problema potrebno je ograni-
Cenja svesti na standardnu formu, tj. na oblik: Az < b. Zbog prevodenja u
standardnu formu potrebno je trece ograni¢enje primarnog problema pomno-
Ziti sa (—1), ¢ime se dobije:

T1+ T2+ 223 <8
—41‘1 — 31‘2 — 6!1)3 2 —57
1+ X9 + Tr3 = 6

z1,22 2 0.
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Sada su matrice A,b, C date kao:

5 2 4 20 )
11 2 8

A=14 3 | "7 |50 ©¢7 _13
11 1 6

Formira se funkcija cilja dualnog problema kao:

min{W(A)} = min{b" \} = — max{—20\; — 8y + 53 — 6,4}

gdje je:

Sto eksplicitno daje:

5AL+ Ao — Az + Ay > 2,
201 + A2 — 3 + Ay > 1,
ANp + 205 — 6Ag + Ay = —3,
A1, Az, Az > 0.

Pri ¢emu je funkcija cilja data kao — max (—20)\1 —8X2+5)A3 —6)\4+6)\5)).
Radi rjesavanja zadatka tabli¢nim simpleksnim algoritmom potrebno je sistem
nejednakosti svesti na sistem jednakosti uvodenjem slack i vjestackih varijabli.
Pri tome treba voditi racuna da kad god se u sistem doda nebazna varijabla
sa negativnim predznakom tada se njoj pridruzuje jedna vjestacka pozitivna.
Ova vjestacka varijabla u funkciji cilja se mnozi sa —M, pri ¢emu M — +o0.
Takoder, potrebno je treéu jednac¢inu pomnoziti sa (—1) da se izbjegne da se
u simpleks tabelu ulazi sa komponentom koja je manja od nule.

Vodedéi ra¢una o navedenom moze se pisati da je:

SA1+ A2 —4A3 + A — A5 — Xg + A7 =2,
201 + A2 — 33+ —Ag — A =1,
4X1 — 2X9 + 63 + A5 + A0 = 3,

A >0

Dok je funkcija cilja data kao:

— max W (A) = —20A; — 8y + 5A3 — 6As + 65
F0-Ag—M-Ap+0-Xg—M-XAg— M- Ay
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Potrebno je napomenuti da u simpleks tabelu ulaze nebazne varijable (slack
ili vjestacke) sa pozitivnim predznakom.

U prve dvije jednacine uvedene su vjestacke varijable (A7 i Ag), medutim
zadnje ogranicenje je bilo tipa jednakosti. Ukoliko bi se u simpleks tabelu uslo
samo sa ove dvije promjenljive, izgubice se jedno rjesenje (promjenljive A7 i Ag
nose informacije o vrijednostima z; i xo primarnog problema, jer vrijednosti
ovih kolona u (—b; —S;) pomnozene sa (—1) daju ove vrijednosti).

Zbog toga je u tre¢em ogranicenju uvedena dodatna vjestacka promjenljiva
A10 da bi se dobila jedini¢na matrica.

Formira se pocetna simpleks tabela . Iz prve simpleks tabele
se vidi da maksimalan pozitivan element u redu (—b; — S;) ukazuje na to da
u razmatranje ulazi bazna promjenljiva A1, a minimalan pozitivan u koloni 6
ukazuje na to da iz razmatranja izlazi nebazna promjenljiva A;. Takoder, iz
datih razmatranja vidi se da vodedi element postaje a;; = 5, element mnozenja
za elemente drugog reda je ao; = 2, dok je za elemente treéeg reda as; = —4.

Formira se sljede¢a simpleks tabela . Maksimalan pozitivni element u
redu (—b; —S;) ukazuje na to da u razmatranje ulazi bazna promjenljiva Az, a
minimalan pozitivan u koloni € ukazuje na to da iz razmatranja izlazi nebazna
promjenljiva Ajg. Takoder, iz datih razmatranja vidi se da vodeéi element
postaje ass = 2.8, element mnozenja za elemente prvog reda je a;3 = —0.8,
dok je za elemente drugog reda as3 = —1.4.

Prema tome, formira se treca simpleks tabela (4.46). Maksimalan poziti-
van element u redu (—b; — ;) ukazuje na to da u razmatranje ulazi bazna
promjenljiva A4, a minimalan pozitivan u koloni 6 ukazuje na to da iz raz-
matranja izlazi nebazna promjenljiva Ag. Takoder, iz datih razmatranja vidi
se da vodeci element postaje asqs = 0.5, element mnozenja za elemente prvog
reda je a;4 = 0.14, dok je za elemente treceg reda azy = —0.07.

Formira se ¢etvrta simpleks tabela (4.47)).

Buduéi da u koloni (—b; — S;) tabel ne postoji niti jedan pozitivan
element, dostignut je optimum.

Ocitanjem iz tabele (4.47)) vidi se da je:

{A17A27)‘3a)‘47A5} = {1507275a0}'
W* = 40.

Buduéi da su Ag, Ag i A1p slack varijable, vrijednosti ovih kolona u (—b; — 5;),
pomnozZene sa (—1), daju tacke optimuma primarnog problema, odnosno:

xr1 = 715, To = 5.57.
Vrijednost x3 se isc¢itava direktno iz kolone Sj, tj.
T3 = —6.72,

i funkcija cilja u optimumu je P(xz*) = P* = 40. Dakle, rjeSenje primarnog
problema je:

(¥, 25, 2%) = (7.15,5.57,—6.72), P* = 40.
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Tabela 4.44: Pocetna simpleks tabela - zadatak 37.
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©
©
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0 2 ~t ™ © = E
~ i i |
0
0 0
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Tabela 4.45: Simpleks tabela prve iteracije - zadatak 37.

NP0 INV0+e | 11 W90
0 0 W- [INF0+F | B | INF0C - N1 B~ 0 fs —fq—
IN¥0 WP0 | NPT W8V | () m—
- N- N - [NFO+Y INFO+F | F- 9T | #-IN9°0 0z~ ‘s -8
791 79 1 0 0 80 8°0- z0 z0- 8T s 0 9 W— oty
710" z0- 0 T 1- 70" 70 9°0- 90 7I- 90 0 z0 wW— 6y
G0~ 90 0 0 0 z0 20" To- z0 8°0- z0 I 70 02— Ty
oTA 9« w< 54 @K m& TA mK NK TA 5
60 "a01q q— w
W— W— 0 nw-— 0 9 9— g |— 07— fq—
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Linearno programiranje

Tabela 4.46: Simpleks tabela trece iteracije - zadatak 37.

NS0 P11 L+IN NS0 8¢
8¢ 0 N- - V1L~ -8'C | “ING0 0 TL's- 0 fs —fq—
NS0 NGO NST | () m—
-8'¢- - N PIL- | PTLINGO+TE| -T¢ g TL 0 0z~ ‘s -9g-
£T- 8T 9¢0 0 0 620 62°0- | L00 | L00O- 1 £ 0- 0 791 g EY
G ¢ 670 T = 0 0 60" G0 0 0 0 (st wW— 6y
Al ev'e 80 0 0 sl ¢ro- | ¥T0- | FT0 0 v1°0- I 14T 02— Ty
oTA 9« w< 54 @K m& T« m< NK TA 5
60 "a01q q— w
W— W— 0 nw-— 0 9 9— S |— 07— fq—
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Tabela 4.47: Simpleks tabela cetvrte iteracije - zadatak 37.

2L 9+IN (LS ¢+IN
- - 266 | L+IN- | <T'2L- 0 0 0 TL'S" 0 fg—tq—
- X)m—

TL9- | 197G 167G L- ) 9 9- g TL0 0%~ ‘s 0%~
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Zadatak 38.

Neka je zadat problem linearnog programiranja:
maxP(x) = 2x1 + 3z
pri ¢emu je oblast pretrazivanja predstavljena sa:
T+ 22 <3

Q¢ -1 +x9<2
SCQZO

Rijesiti dualni problem tablicnim simpleksnim metodom i, na osnovu
rjesenja dualnog problema, odrediti rjeSenje primarnog problema.

Rjesenje zadatka 38:

Zbog potrebe za rjesavanjem zadatka upotrebom dualnog problema, prvo
¢e se odrediti broj promjenljive dualnog problema kao i broj ogranic¢enja:

« Ocito je da pocetni problem posjeduje dvije promjenljive (z1 i x2), stoga
¢e dualni problem imati dva ogranicenja.

o Primarni problem posjeduje dva ogranicenja, pa ¢e dualni problem imati
dvije promjenljive (A1 i A2).

e Bududéi da je z1 slobodna po znaku, prvo ogranicenje dualnog problema
bit ¢e tipa jednakosti.

Matrice A, b, C' pocetnog problema su:

1 1 3 2
=2 o=l e
Sada ¢e se formirati funkcija cilja dualnog problema kao:

min{W(\)} = min{b" A} = — max{—3\; — 2)\2}.

gdje je:
AT > C,
Q:
)\i > Oa
Sto eksplicitno daje:
Al — A =2,
AL+ A>3

Ai > 0.
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Da bi se rijesio dati problem simpleksnim tablicnim metodom, potrebno je
uvesti jednu slack varijablu za drugo ogranicenje i dvije vjestacke promjenljive
kako bi se mogla odrediti pocetna vrsna tacka. Ovim pocetni sistem prelazi
u

A — Ao+ g =2,

MFX =3+ =3
A > 0.
Pri ¢emu je funkcija cilja data kao:
—maX(—3-/\1—2-)\2—0-)\3—M-/\4—M-)\5).

Potrebno je napomenuti da u simpleks tabelu ulaze nebazne varijable (slack
ili vjestacke) sa pozitivnim predznakom.
Formira se pocetna simpleks tabela

Tabela 4.48: Pocetna simpleks tabela - zadatak 38.

—b; -3 -2 0 —M | -M
Y —b; J Prov. 0
b A1 Ao | A3 | A4 | As
A4 —M 2 1 =1l 0 1 0 3
A5 —M 3 1 1 -1 0 1 5 3

—5M -2M 0 M -M | -M

S
—b;—|2M-3 | -2 |[-M | 0 | ©
S

<

—W (A

<

Iz prve simpleks tabele se vidi da maksimalan pozitivan element u
redu (—b; — S;) ukazuje na to da u razmatranje ulazi bazna varijabla A1, dok
minimalan pozitivan u koloni € ukazuje na to da iz razmatranja izlazi nebazna
varijabla A4. Takoder, iz datih razmatranja moze se vidjeti da vodeéi element
postaje ay; = 1, dok je element mnozenja za elemente drugog reda as; = 1.
Formira se nova simpleks tabela [£.49]

Tabela 4.49: Simpleks tabela prve iteracije - zadatak 38.

—b; -3 —2 0 —-M | —-M
i —b; J Prov. 0
bi )\1 >\2 >\3 >\4 >\5
A1 -3 2 1 -1 0 1 0 3 -2
A5 —M 1 0 2 -1 -1 1 2 0.5
—-M S -3 2M | M M -M
—W (X J
—b; — 0 2M+2 -M | -2M 0
S;
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Iz druge simpleks tabele se vidi da je maksimalan pozitivan element
u redu (—b; — 5;) koji ukazuje na to da u razmatranje ulazi bazna varijabla
A2, a minimalan pozitivan element u koloni # ukazuje na to da iz razmatranja
izlazi nebazna varijabla A5. Takoder, iz datih razmatranja vidi se da vodeéi
element postaje azs = 2, dok je element mnozenja za elemente prvog reda
a1 = —1.

Formira se nova simpleks tabela

Tabela 4.50: Simpleks tabela prve iteracije - zadatak 38.

—b; 3| =20 |=M|=-M
A —b; J Prov. 0
b; A1 A2 A3 A4 As
A1 -3 2 1 -1 0 1 0 3 )
s -M 1 0 2 1| -1 1 2 0.5
M | S; 3 |eM| M | M | -M
-W(x J
—b;j—| 0 [2M+2-M |-2M| ©
S;

Buduéi da u koloni (—b; — S;) tabele ne postoji niti jedan pozitivan
element, dostignut je optimum. O¢itanjem iz tabele vidi se da je:

{A1, A2} = {2.5,0.5}.

W* = 8.5.

Buduéi da je Ag slack varijabla, vrijednosti ove kolone u (—b; — S;) po-
mnozene sa —1 daju tacku
X9 = 2.5.

Medutim, buduéi da nije uvodena slack varijabla po prvoj varijabli, to
znaci da je x1 na pravcu koji definiSe to ogranicenje, i moze se izracunati da
je:

Tr1 = 0.5

(ili se moze isc¢itati direktno iz kolone S; u redu u kojem se nalazi vjestacka
varijabla pridruzena jednakosti, odnosno u redu vjestacke varijable \y).
Dakle, rjesenje je:

(x7,25) = (0.5,2.5), W™ =28.5.

Ovim primjerima tabli¢nog rjesavanja primarnog i dualnog problema pri-
kazano je kako linearno programiranje, kroz sistemati¢ne iteracije i pravilno
vodenje simpleks tabela, omoguéava precizno i jasno odredivanje optimalnih
rjeSenja, ¢ime se stvara osnova za primjenu u slozenijim prakti¢nim problemi-
ma.
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Cjelobrojno programiranje
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Cjelobrojno i mjesovito cjelobrojno linearno programiranje predstavljaju
kljuénu oblast optimizacije u kojoj se precizno kombinuju matematicke meto-
de i algoritamske strategije kako bi se pronasla optimalna rjesenja za probleme
sa ogranicenim, diskretnim resursima. U ovom poglavlju bi¢e prikazani najce-
S¢e koristeni algoritmi, uz detaljno objasnjenje principa njihovog djelovanja i
postupka rjesavanja problema kroz konkretne primjere, ukljucujuéi relaksirani
linearni problem i postupno grananje ka optimalnom cjelobrojnom rjesenju.

5.1 Uvod

U nekim primjenama linearnog programiranja, vrijednosti vektora x mogu
imati samo cjelobrojne vrijednosti, tj. umjesto x € E™ vrijedi da je x € Z™
(npr. broj proizvedenih dobara). Tada simpleks algoritam neée dati tacno
rjesenje (osim ako je rjeSenje cjelobrojno i bez nametanja zahtjeva na cjelo-
brojnost).

Postoji vise pristupa za rjesavanje ovakvih problema. Jedan od najcescée
koriStenih jeste da se rijesi linearna relaksacija problema (zanemari se uslov
cjelobrojnosti), pa se to rjeSenje zaokruzi na najblizu dozvoljenu cjelobrojnu
vrijednost. Taj nacin daje relativno dobre rezultate ako su rjesenja velika po
apsolutnoj vrijednosti, pa ¢e zaokruzivanje na najblizu cjelobrojnu vrijednost
s velikom vjerovatno¢om dati dobro rjesenje. Medutim, ova metoda daje lose
rezultate za rjesenja malog reda veli¢ine.

165
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Kroz vise od pola vijeka teorija mjeSovitog cjelobrojnog linearnog pro-
gramiranja (eng. Mized Integer Linear Programming — MILP) se razvijala i
postala je nezaobilazna u mnogim sferama inzenjeringa. Dva osnovna razloga
za uspjeh MILP-a jesu solveri koji su bazirani na linearnom programiranju i
njegova fleksibilnost.

U praksi se veoma cesto susre¢u problemi linearnog programiranja u koji-
ma promjenljive moraju biti cjelobrojne, pa cjelobrojno linearno programira-
nje zauzima posebno vaznu ulogu. U velikom broju primjena modela linearnog
programiranja, neke ili ¢ak sve promjenljive smiju imati iskljuéivo cjelobroj-
ne vrijednosti. Na primjer, broj aktivnih masina u nekoj firmi potrebnih za
obavljanje odredenih poslova, broj radnika neophodnih za rad na odredenom
projektu, broj vozila koristenih za neku specificnu operaciju i sli¢no. Sve ove
promjenljive nemaju fizicki smisao ako bi imale necjelobrojne vrijednosti, te se
problemi linearnog programiranja koji ih ukljucuju svrstavaju u oblast cjelo-
brojnog linearnog programiranja. Mnogi problemi cjelobrojnog linearnog pro-
gramiranja klasificirani su kao teski optimizacijski problemi. Dok opéi problem
linearnog programiranja moze u najgorem slucaju biti rijesen u polinomijal-
nom vremenu, nalazenje optimalnog rjeSenja za odgovarajuéi cjelobrojni za-
datak u opéem slucaju tipicno zahtijeva eksponencijalno ra¢unarsko vrijeme.
Pri tome, moze se pokazati da problemi cjelobrojnog linearnog programira-
nja spadaju u klasu problema koji se u teoriji algoritama nazivaju NP-teski
problemi. To su problemi za koje je vrlo vjerovatno da efikasni algoritmi za
njihovo rjesavanje uopce ne postoje [2].

U nastavku ¢e kratko biti obradeni najcesée koristeni algoritmi za rjesava-
nje problema cjelobrojnog programiranja.

5.2 Metoda Gomorijevih rezova

Neka se pretpostavi da se nakon primjene simpleks algoritma dobije rjese-
nje koje nije cjelobrojno. Ako se iz vektorske jednacine Ax = b izvuce k-ti red
koji odgovara jednom od necjelobrojnih rjesenja, dobija se [32]:

ap1T1 + apoTo + -+ apnTy, = bi. (5.1)

Svaki od koeficijenata se moze podijeliti na cjelobrojni i necjelobrojni dio.

lari |21 + lar2]@2 + -+ + |akn]@n — [br] = (lar1] — D1 + (lare] — 1)z

I (LaknJ — 1)17n — (Lka - 1)
(5.2)

Moze se primijetiti da su svi koeficijenti sa desne strane nepozitivni. Ako
postoji cjelobrojno rjesenje, tada je lijeva strana jednacine cjelobrojna. Medu-
tim to za sobom povlaéi i da je desna strana takoder cjelobrojna.
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Posto je —(|br] — 1) jedini pozitivan ¢lan i manji je od 1, zakljucuje se da
sva rjesenja moraju biti manja ili jednaka nuli. Odnosno:

lakt]z1 + lakz]z2 + - + |kn |20 — |bk] <0, (5.3)

(law1] = Dz1 + (lakz) — Va2 + -+ + (lakn] — D)zn — ([bk] — 1) <0. (5.4)

1z ove dvije nejednacine dobije se jos jedno dodatno ogranicenje, koje sma-
njuje dozvoljenu oblast. Nakon dodavanja tog ogranicenja u sve matrice, pri-
mjenjuje se dualni simpleks algoritam, koji je detaljno objasnjen u poglavlju
1V, zajedno s rijeSenim primjerima. Ako se i dalje ne dobije cjelobrojno rjese-
nje, procedura se ponavlja.

Treba napomenuti da se trazenje Gomorijevih rezova vrsi na jednakostima
koje nastaju nakon primjene algoritma, a ne na pocetnim. Te jednakosti se
u implementacijama ¢uvaju u obliku matrica (odnosno tablica pri ruénom
prora¢unu). I simpleks i dualni simpleks algoritam mijenjaju date jednacine
na pogodan nacin.

5.3 Branch and bound metoda

Branch and bound metoda predstavlja jednu od najzastupljenijih metoda
kada je u pitanju cjelobrojno linearno programiranje. Ona se zasniva na dije-
ljenju podrucja dozvoljenih vrijednosti 2 na veéi broj podskupova, gdje se za
svaki podskup definise funkcija kriterija:

Pl(k) = max{ cT;L' | x € Qy }, k=1,... ,D. (55)

Sada se maksimalna vrijednost funkcije kriterija za cijelo podrucje ograni-
¢enja 2 dobija kao:

P;= max P (5.6)
k=1,...,p

Dijeljenje se obavlja rekurzivno, dobijajuéi sve podskupove dozvoljenih
vrijednosti. Teoretski, ovo bi moglo trajati dok se ne pronadu sva cjelobrojna
rjesenja. Medutim, mogu nastati dva problema: neki zadaci imaju beskonac¢no
mnogo rjesenja, a ¢ak i konacan broj rjeSenja moze biti prevelik, $to znatno
produzava vrijeme izvodenja algoritma.

Branch and bound algoritam zbog toga ne istrazuje sva rjesenja, ve¢ samo
ona koja su "obecavajuca', tako sto postavlja donje i gornje granice unutar
kojih se nalazi optimalno rjeSenje, te na osnovu tih granica odlucuje da li
odredeni podproblem treba uzimati u obzir ili ne.
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Dakle, procedura branch and bound algoritma za trazenje maksimuma
funkcije kriterija P; bi bila sljedeca:

1. Rijesi se relaksirani problem linearnog programiranja. Ukoliko su potrebne
varijable cjelobrojne, optimalno rjesenje je pronadeno i algoritam termini-
ra. U suprotnom, dobijeno rjesenje predstavlja gornju granicu maksimuma
funkcije kriterija Pj.

2. Odabire se varijabla x; koja nije cjelobrojna, a trebalo bi da bude.

3. Na osnovu odabrane varijable vrsi se grananje problema na dva podproble-
ma, pri ¢emu se za svaki podproblem uvodi po jedno dodatno ogranic¢enje
po toj varijabli i to:

— za problem 1: z; < |a],
— za problem 2: z; > [a],

gdje je a vrijednost varijable x; koja je dobijena rjesavanjem relaksiranog
problema linearnog programiranja.

4. Rjesava se relaksirani problem linearnog programiranja za svaki od pod-
problema sa uvedenim ograni¢enjima. Mogu se javiti tri slucaja:

— Relaksirani problem nema rjesenje. U tom slucaju se data grana vise
ne razmatra.

— Dobijeno rjesenje zadovoljava uslov da su sve zZeljene varijable cjelo-
brojne. U tom slucaju se racuna funkcija kriterija, Ukoliko do tada ni-
je pronadeno nijedno cjelobrojno rjesenje, postavlja se donja granica
na vrijednost funkcije kriterija, a ukoliko je veé postojalo cjelobroj-
no rjesenje, tada Ce se donja granica postaviti na vrijednost funkcije
kriterija ukoliko je ta vrijednost veéa od prethodne donje granice, u
suprotnom ¢e ostati nepromijenjena.

— Dobijeno rjesenje ne zadovoljava uslov da su sve Zzeljene varijable
cjelobrojne. U tom sluc¢aju se racuna vrijednost funkcije kriterija, te
ukoliko je ta vrijednost veca ili jednaka od donje granice, taj ¢vor ce
nastaviti da se grana i ponavlja se procedura 2-4. U suprotnom se
ovaj ¢vor ne uzima u razmatranje.

Kada algoritam terminira, kao optimalno rjesenje se uzima ono koje je
sacuvano u donjoj granici.

Dakle, potrebno je odabrati ¢vor koji ¢e se razmatrati.
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Prilikom izbora ¢vorova treba uzeti u obzir dvije stvari:

o pronadi (dobro) cjelobrojno rjeSenje $to je moguée ranije. Ovo nudi veliku
prednost: obezbjeduje se donja granica za optimalnu vrijednost rjesenja,
a dobra donja granica doprinosi tome da se veliki broj ¢vorova iskljuci iz
razmatranja;

e pretraziti Sto manji broj ¢vorova.

Ove dvije stavke su u medusobnom sukobu, pa postoje razlicite strategije
koje pronalaze kompromis kako bi se dobio najbolji rezultat.

Branch and bound algoritam se obi¢no zaustavlja kada vise nema aktivnih
¢vorova — u tom slucaju je pronadeno optimalno rjesenje. Medutim, algori-
tam se moze zaustaviti i nakon dostizanja odredenog vremenskog ogranicenja
ili memorijskog limita, ali tada pronadeno rjeSenje (ukoliko postoji) ne mora
biti optimalno. Zbog toga je potrebno procijeniti njegov kvalitet. Kako u sva-
kom trenutku postoji informacija o donjoj i gornjoj granici, ukoliko algoritam
terminira zbog vremenskog ili memorijskog ogranicenja, razlika izmedu ovih
granica uzima se kao procjena kvaliteta pronadenog rjesenja. Zbog toga je
moguce postaviti razliku izmedu granica kao kriterij zaustavljanja algoritma
— prosljeduje se funkciji neki realni broj kao parametar, i kada ta razlika
postane manja od datog parametra, algoritam terminira.

Sto se ti¢e izbora varijable po kojoj se vrsi grananje, postoji nekoliko mo-
guénosti, a najcesée se koristi opcija da se izabere varijabla ¢iji je decimalni
dio blizi 0.5. Drugim rije¢ima [33], ukoliko se definiSe

fi= ;vz(-k) — sz(.k)J (5.7)

bira se h € I tako da je:

h = argmin{min{f;, (1 - fi)}}. (5.8)

Dakle, moze se zakljuciti da se ovaj algoritam sastoji od dvije osnovne
operacije, na osnovu kojih je i dobio ime, i to:

o branching (operacija grananja) - konstrukcija stabla, gdje grane predsta-
vljaju dodatna ogranicenja, a ¢vorovi moguca rjesenja;

o bounding (operacija ogranifavanja) - odredivanje funkcije kriterija za do-
bijena rjesenja u svrhu izbjegavanja pretrazivanja cjelokupnog stabla, od-
nosno svih ¢vorova.

Ova ogranicenja se dodaju na veé postojeca, pa se na tako dobijeni problem
primjenjuje dualni simpleks algoritam, koji je ve¢ ranije detaljno objasnjen u
poglavlju IV.



170

Zadatak 39.

Neka je potrebno maksimizirati funkciju kriterija

P = max (5x1 + 3z2) (5.9)

uz ogranicenja:

bxy + dxo < 40,

3x1 + a9 < 20,
x1 >0, (5.10)
x2 2 0,

T1,20 € 7.

Rjesenje zadatka 39:

U ovom primjeru je razmatran problem sa dvije varijable, gdje je zahtjev
da obje varijable budu cjelobrojne.
Na pocetku se rjesava relaksirani problem linearnog programiranja, gdje se
zanemari da varijable x; i xo trebaju biti cjelobrojne. Oblast pretrazivanja je
predstavljena na slici

Potrebno je odrediti rjesenje relaksiranog problema:

M;(0,0) => P(Ml) =0
M;3(5 714 2. 857) => P(M3) =37.14

M4(0,10) = P(My) = 30

Kao rjeSenje ovog problema se dobija tacka M;5(5.714,2.857), pa je opti-
mum funkcije P* = 37.14.

Kao s$to je receno, gornja granica ¢e biti upravo vrijednost kriterija dobijena
rjeSavanjem relaksiranog problema, tj. vrijednost 37.14. Kako varijable nisu
cjelobrojne, algoritam se nastavlja. Grananje se vrsi po varijabli zp, te se
javljaju dva podproblema, od kojih prvi ima dodatno ogranic¢enje x1; < 5, a
drugi z; > 6, te je prosireni skup ogranicenja za prvi podproblem:

5xy 4+ 4dxo < 40,
3x1 + 22 < 20,
x1 >0,
x2 20,

1 <9,

T1,20 € 7,
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X, A

>

S

Slika 5.1: Prikaz oblasti pretrazivanja za P(x) = 5x1 + 322.

dok se za drugi podproblem javljaju ogranicenja:

5x1 + 4dxo < 40,
3x1 4+ x9 < 20,
1 >0,
x2 > 0,
1 > 6,
r1,Ty € Z.
Nova oblast pretrazivanja je predstavljena na slici na kojoj se mogu
uoditi nove vrsne tacke Ms(6,2), Mg(5,3.75), M7(5,0) i Ms(6,0)

Sada je potrebno rijesiti dva podproblema Pp koji se odnosi na desni dio
oblasti sa slike [5.2]i Pp, koji se odnosi na lijevi dio oblasti sa slike
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M,

Slika 5.2: Prikaz oblasti pretrazivanja za P(x) = 5x1 + 322, uz ogranicenja
X1 S 51 X1 Z 6.

Odreduje se rjesenje relaksiranog problema Pp u kojem egzistiraju vrsne
tacke MQ, M5 i Mg:

M5(0,6.67) => P(M,) = 20
M;(6,2) => P(M;) = 36
Mg (6,0) => P(Mg) = 30

Potom se odreduje rjesenje relaksiranog problema P;, u kojem egzistiraju
vrsne tacke My, My, Mg i Mr:
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M1(0,0) => P(M;) =0
M4(0,10) => P(M,) = 30
Msg(5,3.75) => P(Ms) = 36,25
M7(5,0) => P(My;) =30
Rjesavanjem relaksiranog oblika podproblema Pp i P, dobija se da lijevi

¢vor ima rjeSenje (x1,x2) = (5,3.75), sa kriterijem P = 36.25, dok je rjesenje
desnog podproblema (z1,z2) = (6,2), sa kriterijem P = 36 (slika [5.3)).

P(5.714,2.857)=37.14

P(5,3.75)=36.25

Slika 5.3: Prvo grananje po varijabli x;.

Dakle, ve¢ je pronadeno jedno cjelobrojno rjesenje i donja granica se po-
stavlja na vrijednost 36. Moguce je izvrsiti grananje samo lijevog ¢vora i to
po varijabli x5, zato Sto je varijabla x; cjelobrojna. Time se dobijaju nova dva
ograni¢enja odnosno dvije nove podoblasti. Ako se nove podoblasti oznace sa
Pr¢ i Prp, tada su sljedeca ogranicenja.

a)Za oblast Prq:

5xq + 4dxo < 40,
31 + 22 < 20,
x1 >0,
x2 >4,
x1 <5,

T1,x0 € 7.
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b) Za oblast Prp:

5xq + 4dxo < 40,
3x1 + a2 < 20,
z1 > 0,

o < 3,

1 <5,

T1,20 € 7.

Oblast dobivena grananjem po varijabli x5 je prikazana na slici[5.4]

ST

Slika 5.4: Prikaz oblasti pretrazivanja za P(x) = 51 + 3x2, uz ogranicenja
$1S57I2§3i17224.

Novodobivena oblast pretrazivanja Pr, je predstavljena na slici[5.4] na kojoj
se mogu uociti nove vrsne tacke Mg(4.8,4), My(0,4), M1(0,3) i M;:1(5,3).

Odreduje se rjesenje relaksiranog problema P u kojem egzistiraju vrsne
tacke M4, Mg i Mg:

M4(0,10) => P(My) = 30
Mg(4.8,4) => P(Mg) = 36
Mg(0,5) => P(Mg) =15

Odreduje se rjesenje relaksiranog problema Prp u kojem egzistiraju vrsne
tacke Ml, ]\477 M10 i M11:
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M;(0,0) => P(M;) =0
Mq7(5,0) => P(M;) = 25
Mi(0,3) => P(Myq)
M1 (5,3) => P(Myy)

9
34

1

Rjesavanjem relaksiranih problema za ova dva ¢vora se dobijaju rjeSenja
(x1,22) = (4.8,4) i (z1,22) = (5,3) za gornji odnosno donji dio oblasti, sa
kriterijima 36 i 34, respektivno (slika [5.5).

P(5.714,2.857)=37.14

P(4.8,4)=36

Slika 5.5: Drugo grananje po varijabli zs.

Kao sto se moze vidjeti na slici [5.5], moguce je jedino grananje desnog
¢vora (oblasti Prg) i to po varijabli 1. Dodaju se dodatna ogranicenja po
promjenjivoj z1 za oblast P ¢ime se dobijaju sljedeca ogranicenja:

Za oblast Prg

bxq + 4dxs < 40,
3x1 + a2 < 20,
x1 >0,

T2 2> 4,
x1 <5,
x1 > 5,

xr1,T2 € 7.
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Za oblast Prgo

5xq + 4dxo < 40,
3r1 + xo < 20,
x1 >0,

T2 >4,
x1 <4,

T1,x0 € 7.

Ocigledno je oblast Prg1 prazan skup dok je oblast Prgo predstavljena
grafom na slici

X,
. M

Slika 5.6: Prikaz oblasti pretrazivanja za P(x) = 5z1 + 3z2, uz dodatna
ograni¢enja x1 < 4,1 x9 > 4.

Sada Ce se odrediti rjesenje relaksiranog problema Prgo u kojem egzistiraju
vrsne tacke My, Mg, Mo i Mis:
M4(0,10) => P(M,) = 30
My(0,4) => P(My) = 12
Mi2(4,4) => P(My2) = 32
Mi3(4,5) => P(Mi3) = 35

Njegovim rjesavanjem se dobija da lijevi ¢évor ima vrijednost (x1,x2) =
(4,5), sa kriterijem P = 35, dok desni ¢vor nema rjesenje (slika [5.7). Kao
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Sto se moze vidjeti na slici [5.7} nema viSe ¢vorova po kojima bi se moglo
izvrsiti grananje, te od svih cjelobrojnih rjesenja optimalno rjeSenje iznosi
(x7,x35) = (6,2), sa vrijednoséu kriterija P* = 36.

P(5.714,2.857)=37.14

Q P(6,2)=36

X<5

P(4.8,4) =136

Nema rjeSenja

Slika 5.7: Treée grananje po varijabli x;.

Takoder, moze se primijetiti sljede¢e. Nakon prvog koraka, dobije se rjese-
nje (z1,22) = (6,2) sa kriterijem P = 36 (slika [5.3)).

Kada se prelazi na drugi korak, odnosno grananje po varijabli zo, dobijaju
se rjeSenja (1, z2) = (4.8,4) i (x1,x2) = (5, 3) sa kriterijima 36 i 34.

U ovom slucaju, nije bilo potrebno vrsiti daljnje grananje po varijabli ;.
Linearna relaksacija daje vrijednost P = 36, Sto znaci da daljnje grananje ne
moze dati bolju vrijednost od trenutno dobijene.

Iz toga slijedi da je optimalno rjesenje ve¢ pronadeno i iznosi

(x7,23) = (6,2), P*=36.
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Zadatak 40.

Neka je dat problem sa tri varijable, x1, zo i 3, pri ¢emu je potrebno
da varijable x5 i x3 budu cjelobrojne. Funkcija kriterija za pronalazenje
maksimuma je data sa:

P = max (721 + 9z + 8x3) (5.11)
dok su ogranicenja:
3CE1 —+ 2o + I3 § 15,
2x1 4 Hxo 4+ 33 < 12,
T > 05$2 > 0,333 > 07

To,x3 € 7.

Rjesenje zadatka 40:

Provodi se ista procedura kao i za prethodni slucaj. Oblast pretrazivanja
i vrne tacke su predstavljene na slici
Rjesavanjem relaksiranog problema dobijaju se vrsne tacke:

M;(0,0,0) => P(M;) =0
M>(0,2.4,0) => P(My) = 21.6
Ms(0,0,4) => P(Ms) = 32
M;4(4.71,0,0.87) => P(M,) = 39.96
M;(5,0,0) => P(Ms) = 35
M;(4.84,0.46,0) => P(Mjg) = 38.02

Rjesavanjem relaksiranog problema dobija se rjeSenje (x1,xo,z3) =
(4.71,0,0.87) i P = 39.96. Moze se primijetiti da varijabla xzs pripada skupu
cijelih brojeva, pa se grananje vrsi po varijabli zs, jer po 1 nema zahtjeva na
cjelobrojnost. Kako je x3 = 0.87 dolazi do grananja na z3 < 01i 23 > 1, od
kojih u obzir dolazi samo x3 > 1. Nova oblast pretrazivanja je predstavljena

na slici
Vrijednosti funkcije u novim dobijenim tackama su:
M5(0,0,4) => P(Ms3) = 32
M7(0,0.8,0.1) => P(M7) = 15.2
Mg(4.5,0,1) => P(Mg) = 39.5
My(0,0,1) => P(My) =8
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M,
M4 B
M 4
6 M6
X

Slika 5.8: Trodimenzionalna oblast pretrazivanja za zadatak 40.

Rjesavanjem novodobijenog problema dobija se rjeSenje (x1,x2,x3) =
(4.5,0,1) i P = 39.5. Moze se primijetiti da obje varijable za koje se trazi
cjelobrojnost tj. x5 i x3 pripadaju skupu cijelih brojeva, pa je problem rijesen,
jer po 1 nema zahtjeva na cjelobrojnost. Proces grananja po varijablama je
prikazan na slici

Dakle, optimalno rjesenje je:

(27,25, x5) = (4.5,0,1), P* =39.5.
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Slika 5.9: Trodimenzionalna oblast pretrazivanja za zadatak 40 uz dodatni
uslov z3 > 1.

P(4.71, 0, 0.87) = 39.96

Nema rjesenja P(4.5,0,1)=39.5

Slika 5.10: Prvo grananje po varijabli x3.
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5.4 Primjena metoda cjelobrojnog programiranja na
mjesovite probleme

Cjelobrojno linearno programiranje je problem koji se moze predstaviti u
obliku:

P; = machac,
Az < b,
x>0,

x, €72, 1€1,

(5.12)

gdjesu A € E™n b e Em*l c e BN i [ C {1,2,...,n}. I predstavlja
skup koji se sastoji od indeksa varijabli koje su cjelobrojne, dok su n i m broj
varijabli i broj ogranicenja, respektivno. Matrica A se naziva tehnoloskom ma-
tricom, vektor b predstavlja vektor slobodnih ¢lanova, P; je funkcija kriterija,
pri cemu je ¢ vektor koeficijenata kriterija, a x vektor problemskih varijabli
[34]. Varijable z;, gdje i ¢ I pripadaju skupu realnih brojeva. U slucaju da
postoje varijable koje su i cjelobrojne i realne, takav problem se naziva proble-
mom mjesovitog cjelobrojnog linearnog programiranja. Ukoliko su, pak, sve
varijable cjelobrojne, tada se radi o problemu c¢istog cjelobrojnog linearnog
programiranja.

Forma ([5.12)) se moze predstaviti kao skup dozvoljenih vrijednosti:

Q={zxe E" Az <b,x > 0,2, € Z za svako i € I}. (5.13)

Ako se zanemare cjelobrojne restrikcije u (5.12)), dobija se linearna relak-
sacija problema:

_ T
Pr =maxc' x,

Ax < b, (5.14)
x > 0.

Moze se primijetiti da vrijedi:

P < Pp, (5.15)

odnosno funkcija kriterija za pronalazenje maksimuma problema ¢e, uko-
liko postoji rjesenje, uvijek imati manju ili jednaku vrijednost u odnosu na
funkciju kriterija relaksiranog problema.

Moze se zakljuciti da metode cjelobrojnog programiranja predstavljaju ne-
zaobilazan alat u modeliranju realnih problema sa diskretnim odlukama, te
da branch and bound metod, zahvaljujuéi svojoj fleksibilnosti i efikasnosti,
zauzima centralno mjesto u savremenim solverima za optimizaciju.
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Primjeri optimizacijskih problema u saobracaju i komunikacijama obuhva-
taju razlic¢ite realne situacije u kojima je potrebno donijeti odluke na temelju
ogranic¢enih resursa, vremenskih zahtjeva i kompleksnih operativnih uslova.
U ovom poglavlju prikazuju se najcesc¢e vrste problema optimizacije u ovim
oblastima, zajedno s njihovim matematickim modelima i metodama rjesava-
nja.

6.1 Primjena LP-a za rjesavanje transportnog problema

Transportni problem predstavlja specijalnu klasu generaliziranih proble-
ma protoka. Ovi problemi pripadaju klasi problema linearnog programiranja
nastalih kao posljedica formalizacije rjesenja problema prakticnog znacaja u
kojima je bilo potrebno izvrsiti optimizaciju vrijednosti neke veli¢ine koja se
prenosi kroz grane (engl. arcs) koje povezuju razlicite ¢vorove (engl. nodes).
Znacenje samih ¢vorova i grana, te veli¢ine koja se prenosi zavisi od samog
problema. Premda teorijski ne postoji ogranicenje u pogledu oblasti primjene,
u praksi ipak postoje odredena ograni¢enja na strukturu kakvu moze imati
problem koji se zZeli modelovati kao transportni.
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Klasi¢ni transportni problem podrazumijeva pronalazenje optimalnog pla-
na transporta isporuka koje:

e imaju pripadajuca ishodista za koje se vezuje konacna koli¢ina robe za
isporuku

e imaju pripadajuéa odredista za koje se vezuje konacna koli¢ina robe koja
se potrazuje

e iskoristavaju ukupnu koli¢inu predvidenu za isporuku, te zadovoljavaju
ukupnu koli¢inu koja se potrazuje, odnosno skladistena koli¢ina mora biti
jednaka koli¢ini koja se potrazuje,

pri ¢emu je funkcija cijene formulisana kao linearna kombinacija pojedina¢nih
cijena (troskovi) svake isporuke i koli¢ine koja se isporucuje granom pripada-
juée cijene [35].

Da bi se doslo do analiticke formulacije problema pretpostavit ¢e se da
model transportnog problema ima m ishodista (skladiSta) sa pripadajuéim
koli¢inama raspolozive robe a;, i = 1,...,m, n odrediSta (potrosaca) sa pri-
padajué¢im koli¢inama potraznje b;, j = 1,...,n, te da se za svaku granu koja
povezuje ishodiSte i sa odrediStem j vezuje cijena (trosak) transporta c;;,
i=1,...,m,j=1,...,n. Nepoznate veli¢ine prema kojima se rjeSava trans-
portni problem su z;;, ¢ = 1,...,m, 7 = 1,...,n i one predstavljaju koli¢inu
robe koja se prenosi od ishodista ¢ do odredista j. Ovim se funkcija cijene ¢iji
se minimum trazi moze zapisati kao:

Z = min {Cllxll —|—6121‘12—|— (61)
21221 + Co2%22 + ...

+Cm1Tm1 + Cm2Tm2 + -+ + Cmnxmn}

Ogranicenja koja se definiSu za transportni problem odnose se na ukup-
nu koli¢inu robe koja se isporucuje iz svakog ishodista, te ukupnu koli¢inu
robe koja biva isporucena svakom odredistu pojedinac¢no. U klasicnom trans-
portnom problemu ova ogranicenja se postavljaju kao jednakosti. Medutim, u
nastavku ¢e biti prikazane i druge varijante definisanja ogranicenja. Stoga, za
svako od m ishodista postavljaju se ogranic¢enja oblika:

Ti1 + Tio + oo + Tin = a; (62)
dok se za svaki od n odredista postavljaju ogranic¢enja oblika:

Ilj —|— Igj + + Sij = bj (63)
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Ono po ¢emu je klasi¢ni transportni problem karakteristican jeste pretposta-
vljanje prirode vrijednosti pomoc¢u kojih su izrazeni a;, b;, ¢;; i x;;5, a koje
su proizasle iz prakti¢ne primjene transportnog problema. Naime, kako a; i
b; predstavljaju koli¢inu robe koja je raspoloziva za isporuku ili se potrazuje
respektivno, sasvim je jasno zasto one predstavljaju striktno pozitivne vrijed-
nosti. Sliéno, koli¢ina robe koja biva transportovana z;; se pretpostavlja da
je u opéem slucaju nenegativna, jer optimalno rjesenje ne podrazumijeva da
¢e sve grane biti iskoriStene odnosno da moze postojati takvo x;; jednako 0.
Premda se u literaturi ¢esto susreéu primjeri kada je cijena, odnosno trosak
cij pozitivna vrijednost, ¢;; zapravo nema ogranicenje u smislu pozitivnosti.
Naime, koriStenje negativne vrijednosti ¢;; za funkciju cilja zapravo znaci nje-
no umanjenje odnosno ucesée grane negativne vrijednosti cijene znaci dobit
(primjer u praksi su ugovori izmedu pojedinih proizvodaca i kupca). Takoder,
ukoliko je cijena jednaka nuli to znac¢i da ne postoji trosak prilikom trans-
porta od i-tog ishodista do j-tog odrediSta sto se moze tumaciti npr. kao da
se ishodiste i odrediSte nalaze na istoj lokaciji (primjeri u praksi: isporuka
u istom gradu kao i proizvodnja, opskrba energijom doma koja se proizvodi
pomocu postavljenih solarnih panela povezanih na dom i sl.). Na osnovu pret-
hodno navedenog klasi¢ni transportni problem se moze obuhvatiti sa sljedeéim
relacijama:

Z = mil’lzm:zn:Cijl'ij (64)

i=1 j=1

uz ogranicenja:

n
g Tij = a1 =1,---,m
j=1

m
Z:CU :b_]v.]zlv y 1
i=1

xijz()?i:]-a"'7m7j:17"'un

Prije nego se navedu kljucne karakteristike koje odlikuju klasi¢ni trans-
portni problem potrebno je osvrnuti se na pretpostavku o strukturi mode-
la. Naime, pre¢utno je usvojeno da model klasicnog transportnog problema
zapravo predstavlja bikompletan graf (graf ¢iji ¢vorovi su podijeljeni u dva
skupa takav da grane povezuju svaki ¢vor jednog skupa sa svakim ¢vorom
drugog skupa). Zapravo, ¢esto se u praksi pokazuje da nije svaki dobavlja¢
povezan sa svakim kupcem (npr. nema rute, prevoz nije mogué, ogranicenja
trzista), pa se problemi koji imaju sli¢nost sa transportnim problemom i ko-
ji se pokuSavaju kao takvi rijesiti modeliraju kao bipartitivni grafovi (grafovi
gdje nedostaju neke grane). Postoje dva pristupa pomocu kojih se nedostajuce
grane mogu predstaviti, odnosno tumaciti. U cilju svodenja polaznog trans-
portnog problema na klasi¢ni transportni problem nedostajuée grane se mogu
uvesti u model tako $to ¢e cijena grane biti beskonacno velika. Naravno, u
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aj

b,
Odrediste 1

b:
Odrediste 2

b3
Odrediste 3

Slika 6.1: Primjer modela klasi¢nog transportnog problema sa 4 ishodisna i
3 odredisna ¢vora.

Ishodiste 4

prakti¢noj realizaciji nije moguce dodijeliti beskona¢nu vrijednost, ali se po-
kazuje da je za dobijanje ispravnog rezultata dovoljno usvojiti cijenu grane
nekoliko redova veli¢ine veéu od postojeéih cijena u modelu. Drugi pristup se
vezuje za implementacioni aspekt odnosno programsko rjesavanje bilo kreira-
njem vlastite implementacije ili koristenjem postojeéih solvera. Kako postoja-
nje grane u modelu transportnog problema podrazumijeva uvodenje dodatne
promjenljive, svodenjem na klasi¢ni transportni problem zapravo se povetava
dimenzionalnost prostora problema, dok ogranicenja takoder postaju slozeni-
ja. Kako je jedna od glavnih mana simpleksnog algoritma tzv. , prokletstvo
dimenzionalnosti” ([36]), prakticno je lakSe implementirati rjeSenje transport-
nog problema jednostavnim izostavljanjem nedostajuéih grana (Sto za model
zna¢i manji broj varijabli), nego svodenjem polaznog problema na klasi¢ni
transportni problem. Naravno, ovdje je bitno napomenuti da se time ne na-
rusava samo osobina bikompletnosti modela problema, veé¢ ako se razmotre
ogranicenja, moze se primijetiti da se u njima promjenljive javljaju samo dva
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puta i to sa koeficijentom 1. Kako je broj ograni¢enja n 4+ m, a broj promjen-
ljivih nm to je koeficijente ogranicenja moguce zapisati kao matricu dimenzije
(n4+m) x nm, a koja Ce se sastojati samo od 1 i 0. Ovaj karakteristican oblik
matrice ogranicenja se koristi za razvijanje efikasnijih algoritama.

Prema samoj definiciji klasi¢nog transportnog problema podrazumijeva se
da ukupna koli¢ina robe koja je predvidena za isporuku zadovoljava ukupnu
koli¢inu robe koja se potrazuje s time da se postavlja uslov jednakosti izmedu
ovih vrijednosti. Ovaj uslov se naziva jos uslov balansiranosti, te je dat sa

relacijom:
Sa=30, ©9
i=1 j=1

gdje suma na lijevoj strani predstavlja ukupnu koli¢inu robe predvidenu za
isporuku, a suma na desnoj strani jednakosti predstavlja ukupnu koli¢inu robe
koja se potrazuje.

Za prakticne probleme uslov balansiranosti predstavlja zahtjev koji Cesto
nije moguce zadovoljiti. Moglo bi se re¢i da znacaj optimalnog rjesenja najvise
dolazi do izrazaja kada uslov balansiranosti nije zadovoljen odnosno kada je
nebalansirani (otvoreni) transportni problem. Stoga, pronalazak optimalnog
rjesenja podrazumijeva da cak i kada je gubitak neminovan da i dalje bude
Sto manji odnosno da tezi ka ocekivanom gubitku. Postoje dvije varijante
nebalansiranih problema: kada je ukupna koli¢ina robe za isporuku manja
od ukupne kolicine robe koja se potrazuje i kada je ukupna kolicina robe za
isporuku vecéa od koli¢ine robe koja se potrazuje.

Razmotrit ¢e se prvo sluc¢aj kada nije moguée zadovoljiti ukupnu potraznju
robe. Ponovno ¢e se imati pristup svodenjaﬂ na klasi¢ni transportni problem
i pristup modeliranja kao opéeg problema linearnog programiranja. Za svo-
denje na klasi¢ni transportni model potrebno je uvesti vjestacki évor (engl.
dummy node) ¢ija koli¢ina robe za isporuku je jednaka razlici ukupne koli¢ine
potraznje i ukupne koli¢ine isporuke odnosno data je sa relacijom:

m

ap = ij — Zai (66)
j=1 i=1

Za vjestacki uveden ¢vor mora vrijediti da je cijena grane iz ovog ¢vora
prema svakom ¢voru odredista jednaka 0, jer se na ovaj nacin postize da,
premda je uvedeno novih n varijabli, i dalje one ne ucestvuju u funkciji cijene
koja se sada moze zapisati kao:

Z = minZZCij!Eij + ZCDkCCDk (6.7)
k=1

i=1j=1
uz cpr=0,Ykel, ...,n

ISvodenje u ovom slué¢aju podrazumijeva svodenje na oblik koji se lako moze unijeti u
postojeée solvere, ali na nivou metode rjesavanja oba svodenja su ekvivalenta.
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Takoder, novih n uvedenih varijabli zp je potrebno sada ukljuciti i u
ogranicenja kao:

n
Zafpj =ap (6.8)
j=1

m

inj +Tpj = bj,j =1,...,n
=1

Dakle, vidi se da, kao posljedicu uvodenja vjestackog ¢vora, postoji novo
ogranicenje po ishodisnom ¢voru, te su ogranic¢enja po odrediSnim ¢vorovima
modificirana tako $to im je dodan ¢lan zp;, te da je tip ogranicenja (tip jedna-
kosti) ostao o¢uvan. Upravo je promjena tipa ograni¢enja ono Sto predstavlja
drugi pristup modeliranju nebalansiranih transportnih problema. Kako se zna
da potraznja necée biti zadovoljena, to ¢e biti dovoljno izmijeniti ogranicenja
po odredistima na nacin da se umjesto znaka jednakosti koristiti znak manje
ili jednako. Na taj nacin ogranicenja po odredisnim ¢vorovima postaju:

m
Zmij—i—xDj Sbj,j:].,...,n (69)
i=1
Analogno razmatranje se koristi za modelovanje obrnutog slucaja neba-
lansiranog transportnog problema (uvodenje vjestackog odredisnog ¢vora ili
promjena znaka jednakosti za ograni¢enja po ishodistima), a primjer jednog
ovakvog slucaja i njegovog rjesavanja ¢e biti dat u nastavku ove podsekcije.
Bitno je naglasiti da uslov balansiranosti predstavija kako potreban, tako i do-
voljan uslov za rjeSavanje transportnog problema [37]. Kao Sto je prethodno
pokazano, uslov balansiranosti je moguce zadovoljiti i za probleme koji su
izvorno nebalansirani odgovaraju¢im svodenjem, te se moze zakljuciti da se
svaki transportni problem moze svesti na balansirani oblik i time uciniti rje-
Sivim. Jos jedna pogodna osobina transportnih problema jeste da ukoliko su
koli¢ine robe a;, ¢ = 1,...,m i b;, 7 = 1,...,n cijeli brojevi tada ¢e i rezultat,
takoder, biti cijeli broj. Ova osobina je od vaznosti, jer cjelobrojni problemi
su u opcem slucaju tezi za rjesavanje dok za sluCaj transportnog problema
zahtjevanje cjelobrojnosti neé¢e uciniti problem kompleksnijim.
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Zadatak 41.

Neka je potrebno izvrsiti alokaciju odredenog proizvoda izmedu potro-
Saca P;, P, i P3, pri ¢emu su na raspolaganju tri skladista Sy, Sz i S3.
Potrebe potrosaca su:

P =220, P, =180, P3; =200 tona robe.
Na skladistima se nalazi:
S1 =200, Sy =250, S35 =150 tona robe.

Troskovi prevoza izmedu pojedinih potrosaca i skladiSta prikazani su u
tabeli (6.1]) .

Tabela 6.1: Transportna tabela: troskovi transporta, ponuda i potraznja.

P Py Py Ponuda
S1 20 40 25 200
So 30 50 35 250
Ss 25 45 30 150
Potraznja 220 180 200

Rjesenje zadatka 41:
Prvo je potrebno provjeriti da li je problem u zatvorenoj formi:

S =600 = 150 + 250 + 200,
P =600 = 200 + 180 + 220,

> Si=> P

Ocigledno je da vazi jednakost:
2 Pi=25

pa je zadovoljen uslov balansiranosti (zatvorenosti) problema.

Sada se za svaku relaciju skladiste-potrosa¢ moze dodijeliti promjenljiva
x;j, koja predstavlja koli¢inu robe koja se Salje iz pojedinog skladista S; ka
potrosacu P;. Na ovaj nacin dobije se sljedeca tabela:



190

Tabela 6.2: Transportna tabela sa varijablama z;.

Py P P Ponuda
S1 T T2 T3 200
So T4 Ts5 T6 250
S3 7 s Tg 150
Potraznja 220 180 200

Sada transport svake koli¢ine tereta z; (cijena transporta koja je naznacena
u prvoj tabeli) kosta ¢; - x;, tako da je funkcija cilja:

Z = min {20951 4 4025 + 2523 + 3024 + 50z + 3526 + 2527 + 451 + 30309}.

Svako skladiste dakle treba da obezbijedi robu po slijede¢em planu:

1 + x2 + 23 = 200,
T4 + x5 + x6 = 250,
T7 + 8 + 9 = 150,
x>0, i=1,...,9.
Svaki potrosac¢ dobija robu iz razli¢itih skladista tako da vazi:
r1 + x4 + x7 = 220,
ZTo + x5 + xg = 180,
T3 + x6 + 9 = 200,
x>0, i=1,...,9.

Sada je problem preveden u klasi¢nu formu:

min{P(x)} ili max{P(x)}

uz ogranicenja:

z; >0, 1=1,...,n,

Acq © = beg.

Problem je sada sveden na problem linearnog programiranja. Dalje se pro-
blem moze rijesiti nekom od metoda linearnog programiranja, kako je to de-
taljno objasnjeno u Poglavlju 4 sa rijeSenim primjerima.

Ako se sada u zadatku kapacitet skladista S7 promijeni na S; = 240 tada
ée biti sljededi slucaj:
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P, | P, | P;s | Ponuda

Sh 20 | 40 | 25 240
Sa 30 | 50 | 35 250
Ss 25 | 45 | 30 150

Potraznja | 220 | 180 | 200

Ocito je sada:
3

Zpi = 220 + 180 + 200 = 600
=1

3
> 8= 240 + 250 + 150 = 640
i=1
Ocigledno je da uslov balansiranosti (zatvorenosti) problema nije zadovo-

ljen:
3 3
LRI
i=1 i=1

Potrebno je izvrsiti transformaciju problema na taj nacin da se doda fiktiv-
ni potrosac koji ¢e preuzeti razliku izmedu ponude i potraznje. Transformisani
sistem je:

P1 PQ P3 P4 Ponuda
S1 20 | 40 | 25 | O 240
So 30 | 50 | 35| O 250
Ss 25 | 45 1 30 | O 150
Potraznja | 220 | 180 | 200 | 40

Sada se za svaku relaciju skladiste - potrosa¢ moze dodijeliti promjenljiva
x; koja ée predstavljati koli¢inu robe koja se salje iz pojedinog skladista ka
pripadajuéem potrosacu. Na ovaj nacin se dobije sljedeca tabela:

P | P, | Ps | P, | Ponuda

51 T T2 T3 | T4 240
S2 Is L6 Ty I 250
S3 To | T10 | T11 | Z12 150

Potraznja | 220 | 180 | 200 | 40

Sada je:
T+ xo + x3 + x4 = 240

T5 + xg + 7 + x5 = 250

Zg + x10 + T11 + 212 = 150
T1 + 5 + 9 = 220 z; >0

To 4+ xg + 10 = 180

x3 + a7 + x11 = 200

T4 + T8 + 12 = 40
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Sada je prosirena funkcija cilja:

P = min{ 20%1 + 401‘2 + 251‘3 + OIE4 + 301‘5 + 501‘6 + 35$7
+ 0xg + 25x9 + 45219 + 30211 + 012 }
Po izvrsenju algoritma z4,xg i £12 predstavljaju koli¢inu robe koja ¢e ostati
nerasporedena u pojedinim skladistima uz zadovoljavanje trenutne traznje, pri
minimiziranim troskovima.

Ako se sada u zadatku potraznja potrosaca P; poveta na P; = 260 tada
¢e biti sljededi slucaj:

3
Zpi = 260 + 180 + 200 = 640
=1

3

> S; =200+ 250 + 150 = 600
i=1

Ocigledno je da uslov balansiranosti (zatvorenosti) problema nije zadovo-

ljen:
3 3
sy
i=1 i=1

Potrebno je izvrsiti transformaciju problema na taj nacin da se doda fik-
tivno skladiste koje ¢e nadoknaditi razliku izmedu ponude i potraznje. Trans-
formisani sistem je:

P, | P, | P;s | Ponuda

Sh 20 | 40 | 25 200
S 30 | 50 | 35 250
Ss 25 | 45 | 30 150

Sy (fikt) | 0 | 0 | 0 40
Potraznja | 260 | 180 | 200

Sada se za svaku relaciju skladiste—potrosa¢ moze dodijeliti promjenljiva
x; koja ée predstavljati koli¢inu robe koja se salje iz pojedinog skladista ka
pripadajuéem potrosacu. Na ovaj nacin se dobije sljedeca tabela:

P, | P, | P; | Ponuda
Sl X1 X9 I3 200
SQ T4 Is L6 250
Sg T s g 150
S4 19 | T11 | T12 40
Potraznja | 260 | 180 | 200

OgranicCenja su sljedeca:
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T + x2 + x3 = 200,
T4 + T5 + T = 250,
r7 + 28 + x9 = 150,

T10 + 211 + 12 = 40,

r1 + x4 + 7 + 219 = 260,
To + 5 + xg + xr11 = 180,
T3 + Tg + T9 + x12 = 200,

x; >0, i=1,...,12.
Funkcija cilja je:

P= min{ 20x1 + 40xo + 2523 + 30x4 + 50x5 + 35x4
+ 2bx7 + 4bxg + 3029 + Ox19 + 0211 + 012 }

Varijable x1¢, x11, 12 predstavljaju koli¢inu robe koja ¢e se ,,dopremiti” iz
fiktivnog skladista Sy kako bi se zadovoljila povecana potraznja potrosaca P .
Dalje se postupak izracuna vrsi nekom od pomenutih metoda.

Tako se transportni problem najéesée rjesava metodama specijalizovanim
za LP, on se takode moze rijesiti i generalnim tehnikama linearnog programi-
ranja. Primjena metoda vrsnih tadaka (ili pretrazivanja vrsnih tacaka) omo-
gucava ilustraciju koncepta optimizacije: rjesenje se nalazi u jednoj od vrsnih
tacaka dozvoljene oblasti, a kretanje po rubovima ili rebrima poliedra vodi do
identifikacije optimuma.

Ovakav pristup je posebno koristan kada se zeli prikazati geometrijski ili
vizualni nacin nalazenja optimalnog rjesenja, kao i kod edukativnih primje-
ra sa malim brojem varijabli, dok se u stvarnim transportnim problemima s
velikim brojem skladista i potrosaca primjenjuju racunarske metode LP opti-
mizacije.

Primjer ovakvog pristupa bi¢e dat u narednom zadatku, gdje se optimalan
broj vozila razli¢itih tipova odreduje metodom vrsnih tacaka i metodom re-
brenih varijacija, pokazujuci kako se linearno programiranje moze primijeniti
i u logistici transporta tereta.
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Zadatak 42.

Logisticka kompanija treba svakodnevno osigurati dvije vrste tereta:
osnovni teret sa 11 jedinica i specijalni teret sa 14 jedinica.
Teret se isporucuje koristenjem tri tipa vozila:

e Vozilo A (T1) — cijena po isporuci: 8 KM

e Vozilo B (T2) — cijena po isporuci: 12 KM

¢ Vozilo C (T3) — cijena po isporuci: 14 KM
Kapaciteti vozila po tipu tereta su:

Vozilo | Osnovni teret | Specijalni teret

A(TT) 3 1
B(T?2) 2 2
C(T3) 0.5 3

Zadatak je odrediti optimalan broj vozila svakog tipa kako bi bile zado-
voljene minimalne dnevne potrebe za oba tipa tereta uz minimalni ukupni
trosak.

Rjesenje zadatka 42:

Prvo se definisu oblast pretrazivanja i funkcija cilja.
Promjenljive ovog problema su:

x1 = broj vozila tipa A (T1) angazovanih dnevno

xo = broj vozila tipa B (T2) angazovanih dnevno
23 = broj vozila tipa C (T3) angazovanih dnevno
Funkcija cilja je minimizirati trosak:
f(SChIQ,Ig) == 8581 + 121‘2 + 141‘3

Ogranicenja su:
Dnevna potreba za osnovnim teretom:

3$1 + 23}2 + 05$3 Z 11
Dnevna potreba za specijalnim teretom:

T +2l‘2 +31‘3 Z 14

33120, x2207 1’320

Ovo predstavlja standardni linearni program logistickog tipa. Potrebno je
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pronac¢i vrsne tacke i zatim odabrati optimalno rjesenje metodom pretrazi-
vanja vrsnih tacaka i metodom rebrenih varijacija. Oblast pretrazivanja je
prikazana na slici 6.2

25
M,
0
L 15
M 10
3 M;
S M,
5 10
M,
2
5
1
15
20
25
1

Slika 6.2: Trazenje optimuma metodom pretrazivanja vrsnih tacaka za funk-
ciju f(x) = 8xy + 1229 + 14x3.

Koordinate vrsnih tacaka oblasti pretrazivanja su:

M, = (14,0,0),
M, = (0,7,0),

M; = (0,5.2,1.2),
M, = (0,0,22),

M; = (3.06,0,3.67)

Vrijednosti funkcije cilja f(x1, 22, 23) = 8x1 + 1229 + 14x3 u vrdnim tac-
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kama su:
M; = (14,0,0), f(M)=8-14+12-0+14-0=112
My =(0,7,0), f(M)=8-0+12-7+14-0=84
Mz =(0,5.2,1.2), f(M3)=8-0+12-52+4+14-1.2=79.2
My = (0,0,22), f(My)=8-04+12-0+14-22 =308
Ms = (3.06,0,3.67), f(M5)=8-3.06+12-0+ 14-3.67 ~ 75.86

Najmanja vrijednost funkcije cilja je:

fmin = 75.86 prl M5 = (306,0, 367)

U nastavku provjera zadatka metodom rebrenih varijacija.

1. korak: za pocetnu tacku se uzima z° = My = {0,7,0}. Moguéa su tri
smjera kretanja iz tacke Mo, a to su:

I) My ={0,7,0} — M; = {14,0,0} u ovom sluc¢aju je AM = {14, 7,0},
stoga je AfY =8 - 14+ 12 (=7) + 14 - (0) = 28

) My = {0,7,0} — Mz = {0,5.2,1.2} u ovom sluéaju je AM{ =
{0,-1.8,1.2}, stoga je AfO =8-0+12- (~1.8) + 14- (1.2) = —4.8

1) My = {0,7,0} — Ms = {3.06,0,3.67} u ovom slucaju je AMY =
{3.06, —7,3.67}, stoga je Af? =8-3.06+ 12+ (=7) + 14 - (3.67) = —8.14

min{Af(2°)} = -8.14

2. korak: za sljedeéu pofetnu tacku se uzima z! = M5 = {3.06,0,3.67}.
Mogudi smjer kretanja iz tacke M5 (ne vra¢ajuéi se nazad) je samo prema My:

I) M5 = {3.06,0,3.67} — My = {0,0,22} u ovom sluéaju je AM{ =
{-3.06,0,18.33}, stoga je Afl = 8- (—3.06) +12-0+ 14- (18.33) = 232.14

Buduéi da se trazi minimum funkcije, za ovaj slucaj je prijelaz poziti-
van, odnosno Af(z!) > 0, dostignut je optimum funkcije u tacki My =
{3.06,0,3.67}, tj.:

r* =az' = Ms = {3.06,0,3.67}
= f(My) + Af(z°) = 84 — 8.14 = 75.86

Kretanje po rebrima dozvoljene oblasti pretrazivanja je ilustrirano slikom

6.3
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Slika 6.3: TraZenje optimuma metodom rebrenih varijacija (M; — M) za
funkeiju f(x) = 8z + 1225 + 14x3.

Napomena: U ovom primjeru problem je posmatran kao kontinuirani
linearni program, pa rjesenje ne namece zahtjev cjelobrojnosti broja vozila. U
slucaju da se zahtijeva cjelobrojno rjesenje, problem bi se morao formulirati

kao cjelobrojni linearni program.
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6.2 Primjena LP-a za rjeSavanje problema maksimalnog
protoka

Mnogi problemi matematickog programiranja se mogu modelirati jezikom
teorije grafova. Medutim, vrijedi i obratno, veliki broj problema teorije gra-
fova se moze prikazati kao modeli matematickog programiranja, a Cesto i kao
modeli linearnog programiranja. Jedan od prvih problema tog tipa, koji je
uspjesno rijeSen metodama teorije grafova, koji takoder predstavlja specijalan
slucaj problema linearnog programiranja je takozvani problem maksimalnog
protoka.

Zadatak nalazenja maksimalnog protoka se najcesce susre¢e u raznim ti-
povima realnih transportnih zadataka. Na primjer, ako je iz jednog grada
(pocetna tacka grafa) za odredeno vrijeme potrebno prebaciti Sto vise putni-
ka u drugi grad (krajnja tacka grafa) mrezom avionskog saobracaja, dobija
se upravo zadatak maksimalnog protoka. Podrazumijeva se da svaka relacija
avionskog saobracaja ima svoju propusnu sposobnost, tj. gornju granicu tereta
koji se moze po njoj prevesti za odredeno vrijeme. Pri tome se pretpostavlja
da se putnici ne mogu ni ukrcavati ni iskrcavati u medustanicama, inace se
zadatak usloznjava. Pored ovoga, postoje mnogobrojni primjeri Sta u realnim
primjenama mogu biti mreze, ¢vorovi grane i protoci. Naprimjer, u komuni-
kacijskim mrezama ¢vorovi su racunari i sateliti, grane su kablovi i opticka
vlakna, a protoci audio ili video paketi. U elektricnim kolima ¢vorovi su regi-
stri i sabirnice, grane zice, a protok struja. U hidraulickim sistemima ¢vorovi
su rezervoari i pumpe, grane cijevi, a protoci fluidi. U finansijskim mreza-
ma ¢vorove predstavljaju dionice i valute, grane transakcije, a protok novac.
U transportnim mrezama ¢vorovi su aerodromi i stanice, grane autoputevi i
pruge, a protoci putnici ili teret.

Da bi se problem maksimalnog protoka predstavio kao problem linearnog
programiranja potrebno je[5]:

¢ odrediti varijable koje ¢e predstavljati protok za svaku od grana grafa

e predstaviti ogranicenja problema maksimalnog protoka kao balansna i pri-
rodna ogranicenja

o dodati zamisljenu granu u graf koja spaja izvor i ponor koja ¢e oznacavati
ukupni protok

e kriterij problema ¢e nam biti ukupni protok, dakle ta zamisljena grana
koja spaja izvor i ponor

Varijable problema linearnog programiranja su protoci kroz odgovarajuce
grane grafa. Te varijable se oznacavaju sa x;;, gdje je 7 izlazni ¢vor, a j ulazni
¢vor grane usmjerenog grafa.
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Ogranicenja kapaciteta se predstavljaju kao:
Tij S Cij (610)

gdje je:

cij kapacitet grane od ¢vora 4 do ¢vora j.

Naravno podrazumijeva se da prirodna ograni¢enja problema linearnog
programiranja budu ispunjena, tj. svi protoci su veci ili jednaki nuli, sto je
intuitivno jasno.

Ogranienja ulaznog i izlaznog protoka za ¢vorove (osim izvora i ponora)
predstavljaju se kao:

Z Tij = Z Tjis (611)
j:(1,7)EE j:(4,0)EE

gdje se suma s lijeve strane odnosi na sve grane koje izlaze iz ¢vora 4, a suma
s desne strane na sve grane koje ulaze u ¢vor 1.

Kriterij funkcije cilja se mozZe svesti na to da se maksimizira protok iz
izvora, jer ukupni protok ne moze biti veéi od toga. Na slican nacin se definiSe
i njegov dual, problem minimalnog reza kao problem linearnog programiranja.

Proracun maksimalnog protoka limitiran je, pored tehnickih ogranicenja
veznih linija, maksimalnim iznosom robe koja se moze poslati iz pocetnog
¢vora ili koli¢cinom robe koju moze primiti krajnji évor.
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Zadatak 43.

Za mrezu na slici je potrebno nac¢i maksimalan protok robe koja se
moze poslati od ¢vora 1 ka ¢voru 7. Potrebno je napisati jednacine koje
problem svode na problem linearnog programiranja.

Rjesenje zadatka 43:

Slika 6.4: Mreza ¢vorova - zadatak 43.

Kod ovakvog tipa zadataka potrebno je izvrsiti proracun koji maksimalan
iznos robe je mogudée transportovati od nekog pocetnog (¢vor 1) ka krajnjem
¢voru (Cvor 7). Prora¢un maksimalnog protoka limitiran je, pored tehnickih
ogranicenja, maksimalnim iznosom robe koja se moze poslati iz pocetnog ¢vora
ili koli¢inom robe koju moze primiti krajnji ¢vor, pa je tako funkcija cilja:

max{h —+ t2 —+ tg}

ili

max{t12 + t13}.

Za ostale ¢vorove (izuzimajuéi prvi i krajnji) vaze balansni uslovi:
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Balansni uslovi za ¢vor 2: t1 =t4 + tg
Balansni uslovi za ¢vor 3:  to +1t4 +1t5 =ty + 13
Balansni uslovi za ¢vor 4: t3 = t5 + tg
Balansni uslovi za ¢vor 5:  tg + t7 + t11 = t19 + t12
Balansni uslovi za ¢vor 6: tg + tg + t19 = t11 + t12
Pored balansnih uslova za svaki od lukova vazi i ograni¢enja o maksimalno

dozvoljenom teretu koji se moze transportovati preko pojedine poveznice tako
imamo:

0<t; <12
0<t,<9
0<t3<14
0<t,<6
0<ts <9
0<ts <6
<ty <9
0<tg <8
0<tyg <6
0<tin<4
0<t11 <5
0 <tp <22
0<1t13<18

Dakle, problem je sveden na klasican problem linearnog programiranja
mazP(x) uz ogranicenja:

Az <b
Acq® = beq
xz > 0.

Problem odredivanja maksimalnog protoka robe od pocetnog c¢vora
(¢vor 1) do krajnjeg ¢évora (¢vor 7) rijesen je primjenom metode linearnog
programiranja u softverskom paketu MATLAB. Cilj je maksimizirati ukup-
nu koli¢inu robe koja moze proé¢i kroz mrezu, uz postovanje balansnih uslova
u ¢vorovima i kapaciteta pojedinih lukova.
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Dobijeno je sljedeé¢e optimalno rjesenje protoka po lukovima:

t =120
ty = 9.0
t; = 14.0
ty = 3.0
ts = 4.5
ts = 3.0
tr =45
ts = 4.0
to = 3.0

tio = 2.0

t1 =25

t1o = 11.0

t13 = 9.0

Iz rjesenja se vidi da su balansni uslovi u svim ¢vorovima zadovoljeni, a
da su kapaciteti lukova postovani.
Maksimalna koli¢ina robe koja se moze transportovati kroz mrezu iznosi:

Prax = 35.

Dobijeno rjesenje predstavlja maksimalni protok od pocetnog do krajnjeg
¢vora, uz postovanje svih ogranicenja mreze.
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6.3 Primjena LP za trazenje minimalnog puta na mrezi

Za rjesavanje zadataka kod kojih se trazi minimalan ili maksimalan put
na mrezi od nekog polaznog do nekog krajnjeg ¢vora, mreza se transformise
na nacin da se svakoj varijabli rastojanja dodijeli njoj pripadajuéa varijabla.

U telekomunikacijama, problemi odredivanja minimalnog puta, poput pri-
kazanog u zadatku, cesto se pojavljuju kod rutiranja IP paketa u mrezama.
Minimalni put omogucéava optimizaciju kasnjenja, gubitaka paketa i opterece-
nja linkova, ¢ime se postize efikasnije koristenje resursa mreze. Sli¢ni modeli
koriste se i u planiranju optimiziranih ruta za prenos podataka u optickim i
mobilnim mrezama, kod multicast rutiranja ili pri odredivanju ruta u MPLS
(Multiprotocol Label Switching) mrezama, gdje je cilj minimizirati ukupne
troskove ili vrijeme prijenosa podataka izmedu izvora i odredista.

Zadatak 44.

Za mrezu na slici[6.5]je potrebno na¢i minimalan put od ¢vora 1 ka évoru
7. Potrebno je napisati jednacine koje problem odredivanja minimalnog
puta svode na problem linearnog programiranja.

Rjesenje zadatka 44:

Slika 6.5: Mreza sa ¢vorovima i tezinama grana t;.

U zadatku je potrebno prorac¢unati najkraéi put od pocetnog évora (¢vor
1) do krajnjeg ¢vora (¢vor 7). Po analogiji sa o¢uvanjem energije vaze balansni
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uslovi za svaki od ¢vorova, s tim da se za ulaz pocetnog ¢vora uzima vrijednost
1, isto vrijedi i za krajnji ¢vor kod kojeg se uzima izlazna vrijednost 1.
Shodno re¢enom, jednacine ¢vorova su:

Cvor1: ti+to+tz=1

Cvor 2: t; =t4+tg

Cvor 3: to+ty+1t5=1t7+1s
Cvor 4: t3 =15 + 19

Cvor 5:  tg+t7 + t1o0 = t11 + t12
Cvor 6: tg +tg +t11 = t1o + t13
Cvor 7: tig+tiz=1

Funkcija cilja (ukupna duljina puta) moze se zapisati kao:

13
P(z) = min Z ¢it;
i=1

gdje su koeficijenti ¢; jednaki:
(c1,...,c13) = (8,9,14,6,4,6,9,8,6,4, 5,16, 14).
Problem je sveden na oblik:
Acq & = beg,

z; >0, 1=1,...,n.

Vidi se da je problem sveden na oblik linearnog programiranja i moze se
primjeniti neka od navedenih metoda.

Problem je rijesen primjenom metode linearnog programiranja koristenjem
MATLAB funkcije 1linprog.

Dobijeno je sljedeé¢e optimalno rjesenje:

(t1,t2,...,t13) = (1,0,0,0,0,1,0,0,0,0,0,1,0).

Iz rjesenja se vidi da su aktivne varijable 1, tg i t12, dok su sve ostale
varijable jednake nuli. To znaci da najkraéi put u mrezi prolazi upravo kroz
odgovarajucée grane.

Minimalna ukupna duzina puta iznosi:

Prin = 30.

Na osnovu dobijenih rezultata moze se zakljuciti da je pronaden optimalan
put od ¢vora 1 do ¢vora 7 minimalne duzine 30, ¢ime je zadatak u potpunosti
rijesen.
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6.4 Rjesavanje Cutting Stock problema metodama LP-a

Problem rezanja zaliha (eng. cutting stock problem) je prvi formulisao L.
V. Kantorovich 1939. godine, te je od tada zanimljiva tematika u oblasti ope-
racionih istrazivanja, posebno zbog svoje direktne primjene u raznim industri-
jama koje se bave proizvodnjom materijala, kao Sto su papir, metal i drugi
materijali.

Ovaj problem se moze klasifikovati po svojoj dimenzionalnosti na tri kate-
gorije:

¢ jednodimenzionalni,
¢ dvodimenzionalni,
o trodimenzionalni.

Za oblast saobracaja interesantni su trodimenzionalni problemi. Trodimen-
zionalni optimizacijski problemi imaju znacajnu primjenu u oblasti saobracaja,
posebno u transportnoj industriji, gdje je potrebno optimalno upakovati razli-
Cite proizvode u ogranicen trodimenzionalni prostor. U praksi se ovi problemi
najcesce ne rjesavaju direktno kao problemi rezanja zaliha, ve¢ kao problemi
pakovanja, pri ¢emu su oba pristupa matematicki ekvivalentna [6].

Prije prikaza matematickog modela potrebno je uvesti osnovne elemente
najcescée koristene formulacije.

Obrazac rezanja predstavlja jedan moguéi raspored komada razli¢itih du-
zina unutar standardnog komada duzine B. Varijabla x; oznacava broj kori-
stenja obrasca i, dok koeficijent a;; predstavlja broj komada duzine w; koji
se pojavljuju u obrascu i. Parametar ¢; odreduje trosak upotrebe obrasca i,
odnosno potrosnju jednog standardnog komada. Na ovaj nacin model direktno
povezuje potraznju za komadima duZine w; sa nac¢inom njihovog dobijanja iz
standardnog materijala.

Problem rezanja zaliha moze se formalizovati na sljedeé¢i nacin. Pretposta-
vimo da postoji m narudzbi za proizvode duZina w; (i = 1,...,m), pri ¢emu
se za svaku duzinu zahtijeva ¢; jedinica. Svaki proizvod se dobija rezanjem
standardnog komada duzine B, gdje vrijedi:

0<w; <B. (6.12)

Cilj je odrediti minimalan broj standardnih komada potrebnih da bi se
zadovoljila ukupna narudzba od Z?ll q; proizvoda.
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Matematicka formulacija problema rezanja zaliha glasi:

m
min E CiT;
i=1

o ) (6.13)
uz ogranicenja: Zaijxi >q;, Vi=1,...,n,
i=1
x; >0, z,€Z, i=1,....,m.

Tako se izvorno odnosi na rezanje fizickog materijala, ista formulacija se
koristi i u optimizaciji mreznih resursa, gdje je cilj efikasno rasporediti kapa-
citete kanala, buffera ili raspolozivog bandwidtha kako bi se smanjili gubici i
povecala ukupna efikasnost sistema.

6.5 Rjesavanje Knapsack problema koristenjem LP-a

Neki problemi koji se mogu predstaviti modelima cjelobrojnog linearnog
programiranja su veoma dobro prouceni, zbog njihove velike prakti¢ne vazno-
sti. Medu njima jedan od najznacajnijih je tzv. problem ranca (ili ruksaka)
(Knapsack Problem). Knapsack problem predstavlja tipi¢an problem kombi-
natorne optimizacije. Postoje brojne varijante problema ranca, od kojih su
najcescée:

e 0-1 problem ranca (0-1 Knapsack Problem),

 ograniceni problem ranca (Bounded Knapsack Problem),

¢ neograniceni problem ranca (Unbounded Knapsack Problem),

o problem sume podskupa (Subset-Sum Knapsack Problem),

o problem usitnjavanja novea (Change-Making Knapsack Problem),

e 0-1 problem viSe ranaca (0-1 Multiple Knapsack Problem),

o generalizirani problem raspodjele (Generalized Assignment Problem),
o problem pakovanja (Bin Packing Problem).

Ove varijante Knapsack problema omogucuju modeliranje razli¢itih situa-
cija u logistici, pakovanju, planiranju resursa i optimizaciji kapaciteta, ovisno
o tome da li je broj predmeta ogranic¢en, neogranicen ili djeljiv.

Prije prikaza matematickog modela potrebno je definisati osnovne elemen-
te formulacije. Neka je dat ranac zapremine W > 0 i skup predmeta kojima
se ranac puni.
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Svaki predmet vrste ¢ (i = 1,...,n) ima:
e tezinu (ili zapreminu) w;,
o vrijednost ¢;,
e ukupno t; komada dostupno u skladistu.

Neka se varijabla x; definise kao broj predmeta vrste ¢ koji se stavlja u
ranac. Cilj je maksimizirati ukupnu vrijednost predmeta u rancu, uz postivanje
kapaciteta ranca i ogranic¢enja dostupnosti predmeta.

Osnovni (ograni¢eni) Knapsack problem

Matematicki model ograni¢enog problema ranca glasi:

n
max Pzg CiT;
i=1

i 6.14
uz ogranicenja: Zwimi <W, ( )
i=1

0<x; <ty, w; €Z, 1=1,...,n.

0—1 Knapsack problem

Ako je t; = 1 za sve i, svaka varijabla x; moze biti samo 0 ili 1, pa model
postaje:

n
max Pzg Ci%;
i=1

n 6.15
uz ogranicenja: E wix; < W, ( )
i=1

l‘iE{O,l}, 1=1,...,n.

Otvoreni problem ranca pretpostavlja neogranicenu dostupnost pred-
meta (z; € Ng):

n
max P:E CiT;
i=1

n 6.16
uz ogranicenja: E wixr; < W, ( )
=1

r; €Ng, 1=1,...,n.
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Zatvoreni problem ranca pretpostavlja ogranicenu dostupnost predme-
ta (b; komada vrste 4):

n
max P:E Ci%;
i=1

n 6.17
uz ogranicenja: Z wiz; < W, (047
i=1

JJiE{O,l,...,bi}, i=1,...,n.
Ako je moguce dijeliti neki predmet na dijelove, ogranicenje prelazi u:
x; € QJr, b; > 0.
Linearno programiranje i relaksacija

Ako se zanemari uslov cjelobrojnosti, dobija se problem linearnog progra-
miranja:

max P=cz
n
uz ogranicenja: szxl <W, (6.18)
i=1
x> 0.

koji se moze rijesiti standardnim metodama LP.
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Zadatak 45.

U kontejner poznate zapremine 15 m? treba smjestiti $to vise primjeraka
pet razlic¢itih predmeta poznate zapremine. Zapremine i cijene po komadu
predstavljene su u tabeli [6.3]

Rjesenje zadatka 45:

Tabela 6.3: Podaci o kontejneru i proizvodima - zadatak.

Predmet | Cijena | Zapremina
A 5 )
B 3 4
C 6 7
D 6 6
E 2 2

Neka se sa x1, T2, T3, T4, x5 0znaci broj komada svakog od predmeta A, B,
C, D, F koji treba staviti u kontejner tako da ukupni prihod bude maksimalan.
Odgovarajuéi ILP (Integer Linear Programming) problem se zapisuje kao:

mazrP = 5z + 3z + 6x3 + 624 + 215

uz ogranicenje:

5xy 4+ 4xo 4+ Txg + 624 + 225 < 15
v, €7, 1=1,2,3,4,5

Optimalno rjesenje je: 1 = 3.0, zo = 0.0, z3 = 0.0, z4 = 0.0, x5 = 0.0,
Sto znaci da je rjeSenje ovog problema:

rt = (37 Oa Oa 07 O)Ta
a vrijednost funkcije cilja
P* =15.

Specijalno, moZe se promatrati problem ranca kod kojega je x; € {0,1}.
To znaci da se u kontejner stavlja po jedan primjerak od samo nekih predme-
ta, tako da ukupni prihod bude maksimalan. U tom slucaju se govori o 0-1
Programiranju.

Prethodni primjer tada bi mogli predstaviti na sljedeé¢i nacin:

max P = 5x1 + 3xo + 623 + 624 + 225
5x1 + 4dxg 4+ Txg + 624 4+ 205 < 15,
21 <1, 22 <1, 23 <1, 24 <1, w5 < 1,
x; € {0,1}, i=1,...,5.
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Primjenom neke od metoda linearnog programiranja dobije se rjesenje:
zhp=(1,0,2,1,1), Pjp=14714.
Zaokruzivanjem prema dolje se dobije:
z*=(1,0,0,1,1), P*=13,

i to je 0—1 rjesenje ovog problema.

U ovom slucaju je uklonjeno ogranicenje cjelobrojnosti (relaksacija odgo-
varajucéeg problema cjelobrojnog linearnog programiranja).

Knapsack problemi se susre¢u u razli¢itim oblastima poput logistike, trans-
porta, saobracaja, telekomunikacija, planiranja proizvodnje, alokacije resursa,
optimizacije skladistenja, gdje sluze za efikasnu raspodjelu ogranicenih resursa
radi maksimiziranja cilja poput profita, kapaciteta ili performansi sistema.

6.6 Primjena LP-a za rjesavanje
problema rasporedivanja

Problem rasporedivanja je veoma znacajan problem i po postavci spada u
oblast kombinatorne optimizacije. Medutim, moze se pokazati da je problem
rasporedivanja zapravo specijalan slucaj linearnog programiranja, tako da se
za njegovo rjesavanje mogu koristiti razvijene metode linearnog programiranja.
Tako se npr. za rjeSavanje ovog problema moze koristiti simpleks metoda.
Postoje razlic¢iti tipovi problema rasporedivanja, a neki od njih su [30]:

e linearni problemi rasporedivanja,
e kvadratni problemi rasporedivanja i

e problemi rasporedivanja sa viSe indeksa.

U ovoj knjizi ¢e biti razmatran samo linearni problem rasporedivanja. Ovaj
problem se moze opcéenito predstaviti na sljedeé¢i nacin:

Neka je na raspolaganju m izvrsilaca odnosno radnika, pri ¢emu se pod ovim
pojmom podrazumijeva neko ili nesto sto moze da obavi ili proizvede neku
aktivnost. Neka je, takoder, na raspolaganju n radnih mjesta odnosno radnih
zadataka na kojima se mogu realizirati te aktivnosti. Pri tome, svaki od iz-
vrsilaca moze biti rasporeden na samo jedno mjesto, a svakom mjestu moze
biti dodijeljen samo jedan izvrsilac. Svaki konkretan raspored izvrsilaca na
radna mjesta proizvodi odredeni efekat koji je poznat. Ako se izvrsilac I;,
i =1,2,...,m rasporedi na mjesto M;, j = 1,2,...,n, time se ostvaruje efekat
(dobit ili trosak) c¢;;, pri ¢emu su veli¢ine ¢;; poznate. Potrebno je pronaéi
takav raspored zadanih izvrsilaca na zadana radna mjesta koji ¢e dati opti-
malni efekat (maksimalnu dobit ili minimalne troskove), postujuéi postavljena
ogranicenja.
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6.6.1 Postavka problema rasporedivanja

Problem rasporedivanja je specijalan slucaj linearnog programiranja gdje
je izvrSiocima A;, ¢ = 1...m potrebno dodijeliti zadatke T}, 7 = 1...n. Da bi
se mogao definisati problem rasporedivanja, potrebno je formulisati sljedeée
pretpostavke [30]:

1. Svaki izvrsilac moze obavljati samo jedan zadatak,
2. Svaki zadatak moze biti obavljen samo od strane jednog izvrsioca,

3. Efekat izvrsavanja zadatka T}, j = 1...n od strane izvrSioca A4;, i = 1..m
je oznacen kao c;;.

4. Zadatak je rasporediti izvrsioce na zadatke tako da se postigne optimalan
ukupni efekat.

Na slici [6.6] je dat graficki prikaz problema rasporedivanja.

Slika 6.6: Graficki prikaz problema rasporedivanja.
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Teoretski, ovaj problem bi se mogao rijesiti ispitivanjem svih mogu¢ih ra-

sporedenja i biranjem onog rasporeda koji daje najbolji efekat. Medutim, pro-
blem je $to broj svih moguéih rasporedenja raste iznimno brzo sa poveéanjem
m i n. Ukoliko je m = n, ukupan broj raspodjela je n!, tako da je ovaj pristup
neprimjenljiv za vece zadatke rasporedivanja. Za bilo kakav bolji pristup, prvo
je potrebno formirati matematicki model problema rasporedivanja.
Moze se primijetiti da za svakog moguéeg izvrsioca A;, ¢ = 1,2,...,m i svaki
mogudi radni zadatak T}, j = 1,2, ...,n postoji jedna i samo jedna od sljedece
dvije mogucnosti: ili ¢e izvrsiocu A; biti dodijeljen zadatak T}, ili izvrSiocu A;
nece biti dodijeljen zadatak 7). Stoga se uvode promjenljive z;;, 7 = 1,2, ...,m,
7 =1,2,...,n sa sljede¢im znacenjem:

1, ako je izvrSiocu A; dodijeljen zadatak T}
Tij =
Y 0, ako izvrsiocu A; nije dodijeljen zadatak T

Uvodenjem ovih promjenljivih, lahko je izraziti funkciju cilja. Ukoliko je i-tom
izvrsiocu dodijeljen j-ti zadatak, time se ostvaruje efekat c;;, dok ukoliko to
nije slucaj, time se ne ostvaruje nikakav efekat, odnosno ostvaruje se ukupan
efekat c;;jz;;. Stoga se ukupan efekat koji se ostvaruje od svih rasporedivanja
moze predstaviti relacijom [6.19]

Z= c11711 + Cc12%12 + - -+ C1aTint
+ C21%21 + CooXoo + ... + ConTop+ (619)
+ Cm1Tm1 + Cm2Tm2 + - - + CnTmn

Ovo je funkeija cilja koju treba optimizirati (minimizirati ili maksimizirati).

Sto se tice ograni¢enja, prvo ¢e se posmatrati slu¢aj kada je m = n. U ovom
slucaju je moguce svakog izvrsioca rasporediti na neki zadatak, i na svaki
zadatak moguce je rasporediti nekog izvrsioca. Stoga se Cinjenica da ¢e i-ti
izvrsilac biti rasporeden na tac¢no jedan zadatak moze iskazati relacijom [6.20

Kako sve promjenljive z;; mogu biti isklju¢ivo 0 ili 1, zbir sa lijeve strane
jednak je jedinici ako i samo ako je tacno jedna od promjenljivih sa lijeve
strane jednaka jedinici. Ovakva ograni¢enja se mogu napisati za sve izvrsioce
Aiyi=1,2,...,m.

Sli¢no, ogranicenje da Ce na j-ti zadatak biti rasporeden tacno jedan izvrsilac,
moze se zapisati u obliku relacije [6.21

£L’1j+x2j+...+.’£m]‘ = 1 (621)

Ovakva ogranicenja se mogu zapisati za sve zadatke T}, j =1,2,...,n.
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Zajedno sa ogranicenjima da sve promjenjljive mogu uzimati samo vrijed-
nosti 0 ili 1, dobije se matematicki model problema rasporedivanja predsta-
vljen relacijama [6.22] [6.23] i [6.24] uz pretpostavku da se razmatra problem
minimizacije (u sludaju maksimizacije samo se mijenja "min'u "max", dok
ogranicenja ostaju ista).

arg min Z = c11211 + ¢12Z12 + ... + C1pZ1nt+
+ C21%21 + C22%22 + ... + ConTon+ (622)
+ Cm1Tml + Cm2Tm2 + - - - + CnTmn

uz ogranicenja:
T11+ T2+ ...+, =1

To1 +Too+ ...+ T, =1

Tl + T+ oo+ Ty = 1 (6.23)
T11+To1+ ..o+ xTpm =1

Tio+ T +...+ T =1
Tip +Top + ...+ Ton = 1

z;; €4{0,1},i=1,2,...,m,7=1,2,...,n (6.24)
Uocavaju se tri skupine ogranicenja:

o ogranienja na izvrSioce (svaki izvrsilac mora biti rasporeden na tacno

jedan zadatak) - relacija

« ogranicenja na zadatke (na svaki zadatak mora biti rasporeden ta¢no jedan

izvrsilac) - relacija

¢ ogranic¢enja na logicku (binarnu) prirodu svih promjenljivih - relacija

Koriste¢i oznake za sumaciju, ovaj matematicki model se moze zapisati na

naéin prikazan relacijama [6.25] [6.26)], [6.27] i [6.28]

arg min Z = i i CijTij (6.25)

i=1 j=1

uz ogranicenja:

n
dwy=1, i=12....m (6.26)
j=1
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m
dwy=1, j=12...n (6.27)
=1

zi; €{0,1},i=1,2,....,m,5=1,2,...,n (6.28)

Do sada je razmatran slucaj kada je jednak broj izvrsilaca i broj zadataka,
tj. kada je m = n. Ovakvi problemi rasporedivanja se nazivaju balansirani ili
zatvoreni problemi rasporedivanja [35].

Ukoliko broj izvrsilaca i broj zadataka nisu jednaki, radi se o nebalansiranom
odnosno otvorenom problemu rasporedivanja. Kod ovakvih problema, mate-
maticki model se mora izmijeniti kako bi bio uopce rjesiv.

Ukoliko je m > n, odnosno ukoliko je broj izvrsilaca ve¢i od broja zadataka,
to znaci da na svaki zadatak moze i dalje biti rasporeden jedan izvrsilac, ali
¢e postojati izvrsioci koji neée biti rasporedeni nigdje. To znaci da u ograni-
Cenjima za ma kojeg j-tog izvrSioca suma promjenljivih x;;, j = 1,2,...,n ne
mora biti iskljucivo 1, ve¢ moze biti i 0. To dovodi do ogranicenja prikazanog

relacijom [6.29]

domi <1, i=12...,m (6.29)
j=1

Matematicki model otvorenog problema rasporedivanja kod koga je m > n,
moze se predstaviti skupom relacija [6.30}

m n
arg min Z = E E CijTij

i=1 j=1
p.o
day <1, i=12....m (6.30)
j=1
omij=1, j=12...n (6.31)
=1
JiijE{O,l},iZLQ,...,m,j:1,2,...,7’1, (632)

Ovaj problem se moze svesti na zatvoreni problem rasporedivanja. Kako je
m > n, m—mn izvrsilaca ¢e ostati nerasporedeni. Stoga se uvodi m —n razlic¢itih
fiktivnih zadataka, tako da ¢ée svaki od izvrsilaca koji ne moze biti rasporeden,
biti "rasporeden'na razli¢it fiktivni zadatak. To znadi da se uvodi m(m — n)
fiktivnih promjenljivih z;;, ¢ = 1,2,...,m, j = n+ 1,n + 2,...,m. Efekat
rasporedivanja na fiktivni zadatak jednak je nuli, odnosno ¢;; = 0 za i =
1,2,...,m,j =n+1,n+2,...,m. Time je problem sveden na zatvoreni problem
rasporedivanja.

Na sli¢an nac¢in se mogu transformisati i otvoreni problemi rasporedivanja kod
kojih je broj zadataka veéi od broja izvrsilaca, tj. kod kojeg je n > m.
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U ovakvim slucajevima ¢e postojati zadaci na koje nece biti niko raspore-
den, te se pojavljuju ogranicenja prikazana relacijom [6.33]

m
injg, i=1,2,...,n (6.33)
=1

Ovaj problem se svodi na zatvoreni problem rasporedivanja uvodenjem n —m
razlicitih fiktivnih izvrsilaca koji ¢ée biti "rasporedeni'na one zadatke na koje
nece biti zapravo niko rasporeden. Efekat rasporedivanja fiktivnog izvrsioca
jednak je nuli, odnosno ¢;; =0za j=1,2,...,n, i =m+1,m+2,...,n. Time
je problem sveden na zatvoreni problem rasporedivanja. [38]

Stoga se problem rasporedivanja kao problem linearnog programiranja moze
predstaviti na nacin prikazan skupom relacija

arg min Z(z) =’ -z

p.o.
Ax =1b (6.34)

zy; €{0,1},i=1...m,j=1...n

gdje se vektor ¢ popunjava na sljedeéi nacin:

C = (611 Cl2 ... Cip C21 C22 ... C2pp, ... Cm1 Cm2 ... Cmn)

Matrica A popunjava na sljedeéi nacin:

11 100 -+ 0 - 00 - 0
0 - 001 1 -+ 1 «+ 00 - 0
A_ |00 00 0 0 11 1
{10 010 0 10 0
1 00 1 0 1 0
00 -+ 100 -1 --00 - 1

Vektor b se popunjava na sljedeé¢i nacin:

Matrica A ima dimenzije (m + n)xmn, vektor b je dimenzija (m + n)x1,
dok vektor ¢ ima dimenzije 1xmn.
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6.6.2 Cjelobrojnost rjesenja problema rasporedivanja

Problem rasporedivanja sa cjelobrojnim koeficijentima c;; uvijek ima cjelo-
brojna optimalna rjeSenja i upravo zbog toga se problemi rasporedivanja mogu
posmatrati kao specijalan slucaj problema linearnog programiranja. To znaci
da sve vrsne tacke imaju cjelobrojne koordinate i to je potrebno dokazati.
Za neki n-dimenzionalni poliedar u E™ kazemo da je cjelobrojni poliedar uko-
liko mu svi vrhovi imaju cjelobrojne koordinate. Dopustive oblasti problema
rasporedivanja sa cjelobrojnim koeficijentima efekata su zapravo cjelobrojni
poliedri.

Neka je dat poliedar Q = {z € E™|Azx = bA = > 0} koji predstavlja dopustivu
oblast nekog problema linearnog programiranja.

Pretpostavit ¢e se da matrica A ima m redova i n kolona, pri ¢emu je
m < n i neka ima puni rang. Takoder, pretpostavit ¢e se da su svi elementi
matrice A i vektora b cijeli brojevi. Ukoliko je €2 cjelobrojni poliedar, tada su
sva dopustiva rjeSenja odgovarajuceg problema linearnog programiranja cje-
lobrojna.

Totalna unimodularnost matrice A predstavlja dovoljan uslov da svi poliedri
oblika Q@ = {z € E"|Az = b A x > 0} kod kojeg su svi elementi matrice A i
vektora b cijeli brojevi budu cjelobrojni poliedri. Neophodan uslov je da svi
minori reda m budu jednaki 0, 1 ili -1. Ukoliko matrica A sadrzi jedini¢nu
submatricu unutar sebe (Sto je uvijek sluc¢aj kod problema rasporedivanja),
tada se lako moze pokazati da ukoliko su svi minori reda m jednaki 0, 1 ili -1,
tada su i svi ostali minori istog oblika, odnosno A je tada i totalno unimodu-
larna. Slijedi da je u takvim sluc¢ajevima totalna unimodularnost potreban i
dovoljan uslov za cjelobrojnost svih poliedara Q = {& € E"|Az = b Az > 0}.

Matrica A je totalno unimodularna ukoliko zadovoljava sljedeée uslove:
1. Svi elementi matrice A su iskljucivo 0, 1 ili -1,
2. Svaka kolona matrice ima najvise dva elementa razli¢ita od nule,

3. Redovi matrice se mogu podlijediti na dva skupa P i @), tako da nenulti
elementi istog znaka iz bilo koje kolone ne pripadaju istom skupu, a nenulti
elementi razlic¢itog znaka iz bilo koje kolone pripadaju istom skupu.

Ovo je dovoljan uslov da se pokaze da problemi rasporedivanja imaju totalno
unimodularnu matricu. [38]
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Ukoliko se ispisu sva ogranicenja:

T11 + T2+ ...+ 21

To1 +To2 + ...+ Tap

11 +21

T2 +x22

T1in

+Tan

dobije se da matrica A ima sljedeéi oblik:

11
0 0
0 0
A_10
0 1
0 0

1

0

o0 -

0

Za m = n = 3 dobije se matrica:

O = O O

0

_ o o o

0

— o oo o

O O RO

0

_ o O = O

0

o o oo

Tml + Tma + ...

+Tm1
+Tma
0 0
0 0
11
1 0
0 1
0 0
0 0 O
0 0 O
1 11
1 0 0
01 0
0 0 1

+ Tmn

+ZTmn

o
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I T T e O e e

Struktura matrice A potvrduje teorijske osobine problema rasporedivanja,
te omogucava da se na temelju nje formulisu i rijese konkretni problemi opti-

mizacije rasporeda.
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Zadatak 46.

Dva izvrsioca Ay i As potrebno je rasporediti na dva radna zadatka T
i Ty pri ¢emu je profit koji se postize rasporedivanjem svakog od radnika
na svaki od raspolozivih zadataka dat u tabeli [6.4] Potrebno je odrediti
optimalan raspored ovih izvrsilaca na radna mjesta kojim ée se postici
maksimalni ukupni profit.

Tabela 6.4: Raspored radnika - zadatak 46.

T1 | T2
Al | 5 4
A2 | 6 2

Rjesenje zadatka 46:

Ovaj primjer je naveden kako bi se mogli prikazati koraci simpleks algo-
ritma, odnosno simpleks tabele. Za probleme sa ve¢im dimenzijama, te tabele
su jako velike i nisu pogodne za prikazivanje.

Profit koji se postize rasporedivanjem svakog od radnika na svaki od raspo-
lozivih zadataka dat je u tabeli [6.4] Na osnovu ove tabele moze se formirati
problem linearnog programiranja i predstaviti na sljedeé¢i nacin:

arg min Z = c¢11211 + €212 + C21%21 + C22T22

5x11 + 4x12 + 6221 + 2792

p.o.
T11 + T12 =1
To1 + T2 = 1
11 + o1 =1
T12 +x90 = 1

xij € {Oal}aZ: 172aj: 132

Na osnovu toga mogu se popuniti matrica A, te vektori b i ¢ i oni su dati kao:

O = O =
_ o O =
O = = O
_ o = O
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b=

e =

c=(5 4 6 2)

Formira se pocetna simpleks tabela [6.5]

Tabela 6.5: Pocetna simpleks tabela - zadatak 46.

Q
i
D
=
=
=
=

T; C; Prov. [
b; ajy | ai2 a21 a22 az | a4 | as | Gg

T3 -M 1 1 1 0 0 1 0 0 0 3 +00

Ty -M 1-¢ 0 0 1 1 0 1 0 0 3 1-¢

Ts5 -M 1 1 0 1 0 0 0 1 0 3 1

Tg -M 1 0 1 0 1 0 0 0 1 3 +00
S; 0 0 -M -M 0 -M| O 0

20x) | ANMHMe g e M [ 2P M M 0 [ MM

Kako uslov za zaustavljanje nije zadovoljen, formira se naredna simpleks

tabela [6.6

Tabela 6.6: Simpleks tabela prve iteracije - zadatak 46.

z; c; CJ 5 4 6 2 M| -M |-M|-M Prov. 9
b; a1l | 12 | A21 | A22 | 43 42 as | Gg

r3 | -M 1 1 1 0 0 1 0 0 0 3 1

T21 6 1-€ 0 0 1 1 0 1 0 0 3 +00

T5 | -M € 1 0 0 | -1 0 -1 1 0 €

6 | -M 1 ol 1[0 17]o 0 0] 1 3 |40

Zx)| 6 [C;-S; | 5 4]0 [ -4[M[-6M|[-M|-M

Uslov zaustavljanje nije zadovoljen, formira se naredna simpleks tabela
0. (]

Tabela 6.7: Simpleks tabela druge iteracije - zadatak 46.

2 |-M| -M -M | -M
a22 | ag £} as ae
1 1 1 -1 0 3 1-¢€

Prov. 0

z; | G
I3 -M 1-¢

0
= |
s
S
[\v}
Slo
]

0 1 0
To1 6 1-¢ 0 0 1 0 1 0 0 3 +o0
T11 5 € 1 0 0 -1 0 -1 1 0 0 +00
xg | -M 1 0 1 0 0 0 0 1 3 1
0 4 0

1 |-M|-1-M | -5-M | -M

Z(X) 6 Cj—Sj

Bududi da u redu C; — S; ima pozitivan element, potrebno je formirati i
narednu simpleks tabelu
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Tabela 6.8: Simpleks tabela trecée iteracije - zadatak 46.

c; 2 [ M | -M | -M [-M

t
(=}

T; C; 4 Prov. | 0
b; ajp | ai2 | G21 | a22 as Qa4 as ag
T12 4 1-¢€ 0 1 0 1 1 1 -1 0 3
To| 6 1-¢ 0 0 1 0 1 0 0 3
T 5 € 1 0 0 -1 0 -1 1 0 0
re | -M € 0 0 0 0 -1 -1 1 1 0
Z(x) | 10 C;-S;1 0 0 0 -3 | -4-M | -5-M | -1-M | -M

Ovo je ujedno i posljednja simpleks tabela iz koje se moze ocitati rjesenje
(e — 0):

11 = 0, T12 = ]., X1 = ]., Xog = 0, Z(SIT) =10

Postoje dva moguca rjeSenja ovog primjera i prikazana su na slici [6.7}

CO——(D
7=7

2
GO
GO, D
7=10
GO

Slika 6.7: Rjesenja za primjer 1.

Kako je zadatak napraviti optimalnu raspodjelu tako da se ostvari maksi-
malni profit, moze se zakljuciti da je drugo rjeSenje optimalno i ima vrijednost
funkcije cilja Z(x) = 10, te da prvog izvrsioca treba rasporediti na drugi za-
datak, a drugog izvrSioca na prvi zadatak.



Primjeri optimizacijskih problema u saobracaju i komunikacijama 221

Zadatak 47.

Neka je poznat potreban broj radnika za odrzavanje voznog reda, dat
u tabeli (6.9)). Polusmjene treba kombinovati tako da radnici rade u osmo-
satnim intervalima. Nadéi optimalan raspored radnika, kao i broj radnika
koji starta u odredeno vrijeme.

Tabela 6.9: Raspored radnika u smjeni - zadatak 47.

Vrijeme | Potreban broj radnika
01-05 15
05-09 30
09-13 26
13-17 32
17-21 30
21-05 19

Rjesenje zadatka 47:

Problem odredivanja optimalnog broja radnika po smjenama formulisan
je kao problem linearnog programiranja. Uvedene su varijable odlucivanja
xz;, ¢ = 1,...,6, koje predstavljaju broj radnika angazovanih u pojedinim
vremenskim intervalima:

x1 — broj radnika za vrijeme 01-09
9 — broj radnika za vrijeme 05-13
x3 — broj radnika za vrijeme 09-17
x4 — broj radnika za vrijeme 13-21
5 — broj radnika za vrijeme 17-01
x¢ — broj radnika za vrijeme 21-05

Na osnovu datih zahtjeva formira se sljededi sistem linearnih ogranic¢enja:

T+ g =15
x1 + a9 =30
T + x3 = 26
T3+ x4 = 32
Ty + x5 = 30
x5 +x6 =19

Cilj je minimizirati ukupan broj radnika, Sto se moze zapisati funkcijom
cilja:

J =min(x; + x93 + x5 + x4 + T5 + T6)
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uz uslov nenegativnosti:

z;>0, i=1,...,6.

Dakle, problem se prevodi u standardnu formu linearnog programiranja:

min{P(z)} uz ogranifenja A., -z = beq, = > 0,

Problem je rijeSen primjenom metode linearnog programiranja koristenjem
softverskog paketa MATLAB. Dobijeno je sljedeée optimalno rjesenje:

x] =17.6850 ~ 17
x5 = 12.3150 ~ 12
x5 = 13.6850 ~ 13
x) = 18.3150 = 18
x5 = 11.6850 ~ 11
rg ="7.3150~ 7

Dobijene vrijednosti predstavljaju optimalan broj radnika po smjenama,
pri ¢emu je ukupni broj angazovanih radnika minimalan uz zadovoljenje svih
postavljenih ogranic¢enja, ¢ime je dati zadatak u potpunosti rijesen.

Moze se zakljuéiti da problemi rasporedivanja, bilo da se radi o dodjeli rad-
nika na zadatke ili optimizaciji smjena, uvijek posjeduju cjelobrojna optimalna
rjeSenja zahvaljujuéi totalnoj unimodularnosti matrice ogranicenja, ¢ime se
omogucava prakticna primjena metoda linearnog programiranja u stvarnim
organizacijskim situacijama.

Prikazani primjeri jasno pokazuju kako linearno programiranje i cjelobroj-
no linearno programiranje mogu efikasno rjesavati razlicite prakti¢ne probleme
od transporta, maksimalnog protoka i minimalnog puta na mrezi, do problema
rasporedivanja i Knapsack problema. Posebno je naglasena vrijednost totalne
unimodularnosti matrica ograni¢enja u osiguravanju cjelobrojnih rjesenja, sto
omogucava pouzdanu primjenu LP-metoda u realnim organizacijskim situaci-
jama.

Tako su ove metode i dalje osnova za optimizaciju, u posljednjih nekoliko go-
dina razvijene su i nove tehnike, koje uklju¢uju metaheuristiku (genetski algo-
ritmi, simulirano kaljenje, Particle Swarm Optimization) i hibridne pristupe,
kombinovanjem LP i masinskog ucenja. Ovakvi moderni pristupi omogucéavaju
rjeSavanje sloZenijih problema u dinamiénim okruzenjima [39] [40]. Primjena
ovih savremenih metoda pruza vecu fleksibilnost i ¢esto bolju prilagodljivost
stvarnim uslovima, posebno kada se radi o velikim mrezama, nesigurnim po-
dacima ili real-time optimizaciji.

Ove teme i prakti¢na istrazivanja bit ¢e predmet detaljnijeg razmatranja
u narednim izdanjima ovog udzbenika, ¢ime se nastavlja razvoj modernih
metoda optimizacije i njihova primjena u saobracaju i komunikacijama.
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